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CAPITULO 1. Planteamiento del problema



1.1. Planteamiento del problema

En la actualidad, es de conocimiento general, que las integrales son constante dolor de cabeza
para los estudiantes de las distintas carreras de las ingenierfas, asi como para los profesores
que imparten esta asignatura; pues los alumnos muestran un bajo desempefio y como

consecuencia bajo nivel de aprobacién cuando son evaluados en exdamenes.

Entendemos que la forma como se imparten estos temas, puede mejorarse, a fin de garantizar
que los alumnos se sientan mds motivados, comprendan mejor la aplicacion del teorema del
residuo para calcular integrales reales, asi como la enorme ventaja que ofrecen estos métodos

en la simplificacidn de la cantidad de trabajo y esfuerzo para realizar los ejercicios.

Consideramos firmemente, que el alumno debe estar en contacto con problemas (en este caso
aplicacion del teorema del residuo para calcular integrales reales) que ellos puedan realizar
los célculos por los métodos convencionales del calculo integral. Luego mediante la

aplicacion del teorema del residuo; y que de esta manera puedan palpar las bondades que

ofrecen el método del Teorema decl Residuo.

Los Beneficios que este proyecto seran a mediano y largo plazo una importancia colosal en
la contribucion de la creacion del punto de inicio de un espiritu de comprension y anilisis
de cualquier proyecto de investigacion, especialmente en los campos de la Ingenieria y las
Matematicas, como fuentes imprescindibles de toda la creacion o fabricacion que el Género
humano ha adicionado a las cosas dadas por la naturaleza , desde la Palanca concebida por

el Padre de la Ingenieria Arquimedes, hasta nuestros dias.

Finalmente, me permito expresar que el desarrollo de este proyecto lograremos los objetivos
planteados, toda vez que pondremos a una seccion de las Matematicas como es el andlisis
complejo en la resolucion de Integrales reales, al servicio de la investigacion y el desarrollo
de la Ingenieria las Ciencias y la Tecnologia en sentido General. Me produce una inmensa
satisfaccion tener la sensacion de poder contribuir o apoyar a través de las Matematicas a la
superacion y desarrollo de la humanidad y de mi pueblo en particular, esta situacion alinea
mi profunda sensibilidad social, con el deber al que estoy compelido de socorrer al
necesitado, y que bueno que sea desde lo que se hacer, trabajos de ingenieriay la

aplicacion de las Matematicas para la solucion de problemas cotidianos en cualquier
sociedad del mundo.



1.2. Formulacion del Problema

< Qué factores afectan la estrategia de ensefianza-aprendizaje a los docentes en la aplicacion

del teorema del residuo para calcular integrales reales?

1.3. Sistematizacion del Problema

e Cuales factores afectan la ensefianza en la aplicacion del tcorema del residuo para

calcular integrales reales?

o (Qué dificultades presentar los docentes en la aplicacion del teorema del residuo para

calcular integrales reales?

o ;Cudles estrategias podemos utilizar para optimizar el aprendizaje en la aplicacion

del teorema del residuo para calcular integrales reales?



1.4. Objetivos

1.5. Objetivo General:

plantear estrategias diddcticas mediante la aplicacion del teorema del residuo para el calculo

de integrales reales.

1.6. Objetivos Especificos:

e Determinar las ventajas que nos ofrece la aplicacion del teorema del residuo para el

cdlculo de integrales reales.

» Identificar actividades donde el docente pueda desarrollar estrategia didictica en la

ensefianza aprendizaje mediante la aplicacion del teorema del residuo para calcular

integrales reales.

Disefiar practicas controladas para que los estudiantes tomen confianza y puedan

desarrollar las competencias esperadas.

presentar las ventajas que ofrece la aplicacion del teorema del residuo para el cédlculo

de integrales reales frente a los métodos tradicionales del célculo integral.

Identificar técnicas que le permitan al docente mejorar su didactica en el anlisis

complejo para el calculo de integrales definidas.



1.7. Justificacion

Los procedimientos en la enseilanza aprendizaje que presentan los estudiantes de ingenieria
y matemitica durante su formacion en las universidades es motivo de preocupacion para la
sociedad ya que de ellos depende el desarrollo de los adelanto cientifico y tecnolégico que
pueda alcanzar una nacion. El desarrollo y los avances de la ciencia y la tecnologia depende
de lo que hoy llamamos estudiantes, que mafiana serdn los profesionales que tendran el

compromiso de seguir brindando el conocimiento en los avance tecnolégico y cientifico.

La falta de motivacion de los alumnos, desinterés de los alumnos, miedo a las matematicas y
otros factores han incrementado el bajo nivel en el aprendizaje de la Matematica. Por lo que
se hace necesario crear un espiritu de motivacion del docente hacia los alumnos. Ademas,

desarrollar estrategia metodoldgica con la finalidad de que los estudiantes puedan alcanzar

los objetivo y metas trazada en el aprendizaje.

Debemos de reconocer que no todos los estudiantes tienen la misma capacidad de aprendizaje

o entendimiento, En ese sentido el docente debe tomar las medidas necesarias para lograr un

ritmo idéneo en el aprendizaje y la ensenanza.

Consciente de la importancia capital que posee una buena base educativa para el desarrollo
de las Ciencias y las Tecnologias, que puestas a servicio de la poblacion de nuestro
pais servirdn de punta de lanza para la creacién tecnoldgica que permita elevar su calidad de
vida en términos econémicos y sociales, De ahi surge nuestra primera gran inquictud en
aportar desde mi 4mbito de accion en las ramas profesionales en las que me he formado :
Ingenieria Eléctrica y Ciencias Matematicas, poniéndolas a disposicion del fortalecimiento

de la ensefianza -Aprendizaje, tanto del docente como de los Estudiantes de Ingenieria y
Matematicas de la Repablica Dominicana.

Lo expresado precedentemente tiene como base de sustentacion el hecho de que las naciones
que han logrado superar la pobreza y la marginalidad de sus habitantes lo han hecho
fortaleciendo su sistema educativo lo que le ha permitido incentivar la inventiva y crear
patentes de fabricacién en diversas tecnologias, como son las ciencias computacionales,
Fabricacién Automotriz, Desarrollos de Software - Hardware, Fabricacion de Equipos
Electronicos e Industriales de todos los tipos, Etc. A modo de ejemplo podemos citar: Japon,

China, Estados Unidos, asi como a todas las naciones que ocupan el sitial del primer mundo.
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Otro aspecto no menos relevante, que debemos resaltar es recordar que nuestro pais por su
condicion en la educacion no tiene una tradicion de investigaciones sostenidas en el
ambito de las ciencias Matemdticas por lo que esta iniciativa constituye un aporte singular

en el desarrollo de la cultura investigativa aplicada a las ciencias Matematicas.



CAPITULO 2. Marco referencial



2.1. Marco Teérico
2.1.1. Estrategias Didacticas

“s la Forma reflexiva que el instructor o Docente disefia para lograr el aprendizaje del
Alumno. Todo lo que Contribuya con Guiar, Ayudar o apoyar al Estudiante a comprender
una determinada disciplina del saber Humano se inscribe en el marco de la Estrategia

Didactica.

Para el logro de este propdsito el Maestro o Docente debe emplear los procedimientos
apropiados al nivel de desarrollo de los receptores de sus ensefianzas, valiéndose de las
técnicas y métodos educativos probados cientificamente, y los debe reforzar con sus propia
experiencia y con las vivencias o cosas de modas que puedan llamar la atencion de los
Estudiantes, debe ser flexibley empaticoy si es posible aplicar cstrategias

pedagdgicas segmentando o personalizando en algunos casos el tipo de clases a ser

impartidas.

Es decir que la Estrategia pedagogica, tiene que lograr por todos los medios de transmitir la
ensefianza que tiene el docente como proposito final de la imparticion de una clase en
particular, debe irradiar entusiasmo, de lo que se pretende ensefiar a tal punto que el Alumno

haga propio el deseo de aprender.

Se recomienda que el Docente no debe hacer que el estudiantado perciba que se es arrogante
por el nivel de conocimiento que posee frente a Ellos, sino todo lo contrario debe mostrar
sencillez, para conseguir atraerlos y que se sientan en confianza de que el profesor tiene la
intencion de transmitirle los conocimientos que permitirdn desarrollarse profesionalmente,

transformar a la sociedad en que viven y alcanzar una mejor calidad de vida para ¢l y sus
relacionados,

Es de vital importancia mostrar al Alumno, la utilizacién de la asignatura que se imparte en
su vida profesional, ademas cual es la utilizacién de esa materia en la Ciencia, la
Tecnologiay en la Sociedad en sentido General. Si Por gjemplo la Materia a

ser ensefiada es MATEMATICAS, el Docente debe tratar de que los Alumnos conozcan lo
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imprescindible que es para la realizacion de los cdlculos que hacen posible los disefios de
fabricacion de todas los Dispositivos Electronicos, Los Automéviles, Los puentes, Los

Trenes, Las Viviendas, la Electricidad y todas las cosas que usamos en el diario vivir.

El procedimiento citado precedentemente, sin dudas contribuira alejar el
pensamiento negativo que frecuentemente padece la clase estudiantil de que lo que se le
intenta ensefiar en las aulas no tiene aplicacion practica en la vida y que solo se hace para
cumplir con un requisito de las entidades educativas, entonces los estudiantes reaccionan con
mayor interés por aprender que el mismo docente por ensefiar. y en este punto se

habré logrado una verdadera Estrategia Didactica, porque los alumnos aprenderén mucho

mas con menos esfuerzo del docente.

2.1.2. Teorema del Residuo

Este importantisimo teorema nos ayuda a calcular integrales reales que son bastante
laboriosa, ademés podemos resolver integrales de funciones trigonométricas, integrales de

contorno semicircular, contorno dentado, integracién a lo largo de un corte de rama con
funciones multivaluadas.

Este maravilloso teorema del residuo fue desarrollado y aplicado por Cauchy, con este
descubrimiento hoy podemos calcular integrales a lo largo de un camino. También podemos

decir que sin este teorema seria muy dificil resolver algunas integrales de contorno.

2.1.3. Integrales reales

Coémo Integral se entiende la parte del célculo y el analisis matematico que comprende o
contiene todas las partes necesarias para formar el todo, son una operacién inversa a la
Derivacion que procura descomponer ese todo en cada una de sus partes mediante la
utilizacion de artificios o reglas o métodos Matematicos preestablecidos.

La Integral Real posee una estructura que contiene una funcién real de una Variable real,

asignados a un intervalo. La funcién se suele designar con la letra () y la variable con (x),
Mientras el intervalo podria estar comprendido entre a y b.
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El uso de las integrales reales es frecuente en el desarrollo de aplicaciones computacionales,
para la interpretacion de Grificos, célculos y disefios, en el desarrollo de los dispositivos

Electronicos, en las diversas soluciones de Ingenierfa eléctrica, Ingenieria Civil y

Medio Ambiente.

En el Campo de la Investigacion cientifica para el desarrollo de Tecnologias con diversas
aplicaciones para el disefio y fabricacién de Equipos, Maquinarias, se emplean las integrales

en tareas tales como:

1. Graficos de interpretacion de distintas situaciones en sayos de Fisica (Graficos en
Sistemas de Coordenadas Cartesianas)
2. Interpretacién Algebraica (Planteando, operando y solucionando Integrales)

3. Interpretacién Numérica (Donde se puede conseguir aproximaciones numericas, etc.)

2.2. Marco Conceptual:
2.2.1. Numero Complejo

Es cualquier namero de la forma Z = a + bi, donde a y b son niimero reales e i la unidad

imaginaria. (Zill, 2011)
2.2.2. Formula de Moivre:

La férmula de Moivre es (til para ciertas identidades trigonométricas que implican cos nby

sinng.

(cos@ + isin@)" = cosnf + isinnd . (Zill,2011)

2.2.3. Potenciay Raices

las n raices n-ésima de un niimero complejo z = r(cos 8 + i sin 6) diferente de cero estan

dadas por

g +2km\ . . (0+2km
Wy = '{/F[cos( - )+1sm( n )]
Donde k=0, 1, 2...... n-1. (Zill, 2011)
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2.2.4. Residuo y Teorema del Residuo:

f(2)= Zif’___,mak(z—zo)":. B A ] + ay + ay(z — zy) + . (Zill,2011)

" (z-20)?  (2-20)

2.2.5. Residuo de un polo simple:
Res( f(2),20) = lim (z = 20) f(2)
—*Zo
Demostracion:

a-4

Zo)

f(2) =

+ au + (11(2 - 20) + az(Z T— Zo) + e

(z

Donde a_; # 0. Al multiplicar ambos lados de esta serie por (z — zo) y luego tomando el

limite cuando (z — z,) obtenemos:
lim (z — zo) f(2) = lim [a_, + ag(z — zp) + a,(z — zo)z + 0]
Z=Zy Z—Zy

= a_, = Res (f(2),2,). (Zill, 2011)

2.2.6. Residuo de un polo de orden n:

n-1

Res(f(2),zp) = ~ - Jim c [(z = zp)™ f(2)]

— 1) ! Z=Zy dzn-l

Demostracion:
a a_» a_q
f(2) = ——+ -+ +ap+ay(z—20) +
) (z —zp)" (z- Z)? (z — zp)

Donde a_,, # 0. Multiplicamos la ultima expresion por (z — Z)"

(z~20)" f(2)
=a, ++a(z- 2)" 2 +a4(z— 2o)"" + ag(z — 20)"

+ al(z — Zo)n+l o Rt

13



y despucs derivando n-1 veces ambos lados de la igualdad:
du -1 "

i (z—2)" f(2)] = (n—Dla_, +nlag(z —zp) + -
z

i (- 20" ) = (= D

Resolviendo la Gltima ecuacion para a_, se obtiene:

Res( f(2),20) = n_l}, le e —[(z — z0)" f()) (Zill, 2011)

Aplicaciones del Teorema de Residuo para calcular integrales del tipo:

2.2.7. Evaluacion de integrales reales trigonométricas

Integrales de la forma J' " F(cos 8 ,sin )d6 La idea basica aqui es convertir una integral
trigonométrica real de la forma (1) en una integral compleja, donde el contorno Cesla
circunferencia unitaria |z| = 1 centrada en el origen. Para esto partimos de (10) de la seccion
2.2 para parametrizar este contorno por z = eif 0 <0 <2z Podemos entonces escribir

ei6 4 g0 it + o—if

sinf =

— jpif —
dz = ie'“do, cos @ > . T

Las dos ultimas expresiones son consecuencia de (2) y (3) de la seccion 4.3. Dado que dz =

il dg = izdf y 2~} = 1/, = ie™ ¢, estas tres cantidades son equivalentes a

dz

1 1 -
df = — - -1 i = —(Z— (4
b=, cosf = (z+2 ), sin@=5(2=2 ) )

La conversidn de la integral en (1) enuna integral de contorno se lora sustituyendo, a su VEzZ,

d6, cos @ y sin § con las expresiones en (4):
' dz
3& ( (z + 2'1),—(2 = z‘l))
Donde C es la circunferencia unitaria [z = 1. (Zill 2011)
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2.2.8. Evaluacion de integrales reales trigonométricas

o]
Integrales de la forma Lm f(x) dx Supongamos que y = f(x) es una funcidn real que

esta definida y es continua en el intervalo [0, ®). En calculo elemental la integral /; =

fi° f(x) dx se define como el limite

o R
I = L fQ) dx = lim L () dx (5)

Si el limite existe, se dice que la integral /; es convergente, de lo contrario, es divergente.

La integral impropia I, = ffm f(x) dx se define de manera similar

0 0
I, = L f(x) dx = lim J_Rf(x) dx (6)

Por Gltimo, si f es continua en (-, o), entonces f:o f(x) dx se define como

J_Zf(x) dx = fmf(x) dx + me(x) dx =1+ 1, (7

Siempre que ambas integrales I; y I, sean convergentes, si cualquiera de ellas, I; o I, es

divergente, entonces _[f’m f(x) dx es divergente. Es importante recordar que el lado derecho

de (7) no es igual que

0 R R
lim U F(x) dx + J' £() dx]= f fC)dx (8)
-R 0 -

Para que la integral ffm f(x) dx sea convergente, los limites (5) y (6) deben existir

independientemente uno del otro, Pero, en caso de que conozcamos (a priori) que una

integral impropia J'mm f(x) dx converja, entonces se puede evaluar por medio del proceso al

limite dado en (8):

o R
[ reyac=pm [ roax ©)

15



por otro lado, el limite simétrico en (9) puede existir aun cuando la integral impropia

J.co () dx sea divergente, por ejemplo, la integral fmx dx es divergente ya que
-0

o 4 .
lim J‘oRx dx = lim ERz = 00, sin embargo, con (9) se obticne

Raco R=m
R 1 " 9
1“30L xdx = lim >[R? = (=R)?] =0 (10)

El limite en (9), si existe, se llama valor principal de Cauchy (V.P.) de la integral y se

escribe como

o0 R
vp [ feode=Jim [_Rf(x) dx (1)

En (10) hemos demostrado que V. P. f_mm x dx = 0. En resumen:

Valor principal de Cauchy

Cuando una integral de la forma (2) converge, su valor principal de Cauchy es igual que el

valor de la integral. Si la integral diverge, aiin puede tener un valor principal de Cauchy

(11).

Un tiltimo punto sobre el valor principal de Cauchy; Supongamos que f (x) es continua en (-
o, ) y es una funcién par, es decir f(—x) = f(x), entonces su gréafica es simétrica con

respecto al eje y, y como consecuencia

0 R
| rwyax= [ reoax (12)

R 0 R R
y J_Rf(x)dx=J‘_Rf(x) dx+L f(x)dx=2J;f(x)dx (13)

De (12) y (13) concluimos que si el valor principal de Cauchy (11) existe, entonces tanto

4]
In f(x) dx como j’fo f(x) dx convergen. Los valores de las integrales son

16



® 1 e ve
jo f(x)dx=35V.P. J(x)dx y f f(X)dx =V.p, j lf(,r) dx

- (N
- (M)

De acuerdo con el teorema 6.5.3 de la seccion 6.5 (Zill, 2011)

_ : R n
5((:)’(2) dz = inf(z) dz + I_Rf(x) dx = 2ni z Res (f(2),7),
k=1

donde 2. k=1, 2... ‘nots v ‘ :
k . n denota polos en el semiplano superior. Si podemos demostrar que la

integral §,_f(2) dz = 0 cuando R — oo, entonces tenemos

o0 R n
V.P. ‘mf(x) dx = Al_r& LR f(x)dx = 2mi kZlRes (f(2),zy) (14)

Figura 1. Contorno semicircular

2.2.9. Integrales de la forma

w
Joof(x) cos o xdx y j':nm £(x) sin o« xdx. Debido a que las integrales impropias de la

fo " . s
rma [ f(x) sin & xdx se encuentran en las aplic
Fourier. Estas se presentan como las partes real

aciones del andlisis de Fourier, con

f H 3
recuencia se conocen como integrales de

17



. > > ‘\ ‘jl"ll “l‘ "'( 'I“ ' )“:1 i [4 0 I- cr xXx
l' z . . ( d mll 3 dc Ul .
. ) I ] e

: ':E\. ]6
-0 =00

Siempre que ambas integrales de e '
g el lado derecho converjan. Suponga que f(x) = P(x)/q es
o (x)
una funcion racional que es continu
s a en (-0, o). Entonces i
, ). , ambas integrales de Fouri
er en

(10) se pueden evaluar al mismo tiempo, considerando la integral compleja [. f(z)e'*?dz
C ’

donde o¢>0, y el contorno. (Zill, 2011)

CR

-Cr

Figura 2. Contorno dentado

18



i
\‘\
CR
-Cr
- { \\ >l >
R X

Figura 3. Contorno dentado

a-1
j:x = dx Este contorno es utilizado cuando trabajamos con funciones multivaluadas
X

Figura 4. Contorno a lo largo de una funcion multivaluada

19



Ejemplo 1. Cileulo del residuo de una funcion f(z):

1
Sea f(2)= TR encuentra los polos y residuo:

Podemos decirquez — 6 =0 — z = 6esunpolo simple. Aplicando el residuo para un polo

simple

[Res (F(2). Z0)) = lim (z = 20)(2)

[Res (f(2),6)] = lzi_rfé(z ~=6) [(z _ 4)2(2 —6)

1 1
[RBS (f(Z)J 6)] = lzl—';l;li (z — 4)2 — Z

Para(z—4)?2=0 -» (z—-4)(z—-4)=0 z = 4 es un polo de orden 2

Aplicando residuo para un polo de orden n:

1 ) dn-l
(Res (f(@),20)) = Gr—gy7 Mim gpmms

[(z — 20)"f(2)]

1 d :
(Res (f(2), 4)) = (_2“‘_@ lim — ((z —4)? (z—4)%(z — 6))

z-4 dz

d 1
(Res (721, 4)) = 1im = (-2-)

1
(Res (f(2),4)) = lim (‘ (2 - 6>"')

(Res (f(2),4)) = —%

20



Ejemplo 2. Cileulo del residuo de una funcion f(2):

1
Sea f(2) = —5; encuentra los polos y residuo:

Hallamos las singularidades

#==1 o z=(-D% g=gx

w= (1)1/6 (cos (

n

cos(g-)+ isin (E) = ﬁ-%-li

Wo 2 '2

w; = COS (g) + isin (g) = {

5w o (Sn) V3 1.
cos(?)+tsm 6]~ >

F
I
|
!
|
.+_
L

6 + 2ntk o /8 + 20k
)+ 1sm(

Aplicando el teorema del Residuo de Cauchy

1

1
R = =
BRI G 6 (‘E/ 5+ "/2)5

1 1 _1
Res (f(z):zz) = (622)5 = 6(i)° - a

1 1

)

Res (f(2),23) =

21
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chmplo.’:. Cilculo  de una  integral

f:" F(cos 0,sin 8)d6

2T 1 0
J; 1+ 0.5 siné

y

v

Figura 5. Circulo unitario

Hacemos Z = e!® =cosf +isinf dondedz = ie'®d@

Despejando a dz = iz d6 C:|1Z| =1
d
Z=d8 0<f<2n

Usamos las identidades

i6 -8 -
. e —e zZ—Z
sing = : sinf = -
2i 2i

22
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UMV.RSIDAQ AP=C

BIBLIOTECA
fﬁ multipli :
=1 ltiplicamos por —
§[+ = ]2' l12+ 73-—-] P S
35-————-dz 22+ 4iz—-1=0
224+ 4iz—1

Hallamos las singularidades.

— ;(gl)(—l) YR g B

z=(-2+V3)i z, = (-2 +V3)i z, = (-2 - V3)i
Solo Z1 esté dentro de la circunferencia unitaria C.

Aplicando el teorema del Residuo de Cauchy

: dz .
= 4(2ni) [Res (f(2),Z,)]
A e Pt

[Res (f(2),Z)] = ]im (z — 2,)f(2)

1
=, dim o = G2+ 3 S AR (- V)
. 1 1
=Z~(llgmf[z-(—2 V3)i] (2+\/_)1+(2+\/_)z
1
2B

' dz 4(2ni) 1 am
o =402 = TR
Lz? +4iz-1 23 V3

x 1 4

— s

f| ———de =
s 1+0.5sin8 3

23



Ejemplo 4. Integrales trigonométricas

® 1 am
-————a = —40m——
—L (a+ ” ] a> 1

cos 6)? W=D 1)3

v

Figura 6. Circulo unitario

dz = ie'®do = iz dO dg ==

z= e =cosf@ +isinf =

{ 1 dz _ f 47° iz
1 2 iz J-Qaz+z%? + 1)1z
“fa+3(z+3)] ‘
4
Z/l ?dz

4 ( .
c(z2+2az+ 1) o = Ti (z% + 2az + 1)?
Hallamos las singularidades.

- 2 —4(1)(1
2 +2az+1=0 z= zaiﬁi‘?l) (1)

24
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—2a+ \0’402 —Za + 2Va? = 1

g = ¥

z:-—ﬂi‘\)az_l Z) = —a++a%-1 zz-_—_a._\/az—_l
zy: €5 un punto dentro de la circunferencia unitaria,

z,:es un punto fuera de la circunferencia unitaria.

Aplicando el teorema del Residuo de Cauchy

4

.
e T

zdz

n-=1

!
(Res (f@,22)) = Jim oy s (2= 20"/ ()

1 d =
- z_.-{.lin\/az_(z —1)! dz (z _ (—a - ‘/‘12_*'1))2)
(2= (ca—V@=D) -2 @)z~ (-a—VaT-1)
— 1'
. Jim_ (z . J(ﬁ——1))4

. -—22+(z—(—a—”az“—1))
z -»-Llin\(az_—l (Z — (—(1 —_ \/—(12——']__))3

_=2(-a+VaZ=1) + (-a+Va’ - +a+\1a2—1)= -
(—a+m+a+ a-1) b3

a
e ——————————

4y(a? -~ 12

—_—
—_—

an

a —
§ 4az i 1)2 ( )(4((12 1)312) ~ (a2 —1)3?

an
- - a>1
f (a+c059)2 s (/_az._1)3

25



gjemplo 5. Contorno sem

icircular

Vi 1
z,=7+il‘ .23_—;4%!'
< P> R
-R

Figura 7. Contorno semicircular

3§' — "Ll "ot
(51 _I_Rx6+1 % IC926+1 ‘

f2) =—

z6+1

Hallamos las singularidades

26..'-..-—1 - Z:(-'

w= (1) (cos (6‘ +nZTrk

1)1/6 = n=6

)+ isin (9 +nZ"k))

26



AT WL U S , V3 1.
vvo=°°5(€)+'s‘“(6)‘ 2 T2 by =g gt

s (T .
wy = COS (—2-)+ L sin (E) =1 Z, =i

5m\ ., (5m V3 1. ' Vi 1
Wy = COS(-'6_)+ lSln("‘é") = ——2—+§[ 13 £= —-?-1-5{

Aplicando el teorema del Residuo de Cauchy

f—ﬁ{—;dz = mi (Res (f(2),2,) + Res (f(2),22) + Res (£(2),23))
c &

1 : | 3 '
Res (f(2),21) = = — = V3 +i)
(621)5 6 (ﬁ/z + 1/2)
1 i N
Res (f(2),z) = AL = 6F " &
1 1 1 Vi)
Res (f(2),23) = 7—35 = —g=lvs =t
(623) 6( \@/2 + 1/2)
o LI _\fE_.l_)
£z6+1dz = (#1_2__—?5+6i+12 12

i

~o

2

|
o~

—

I
Wi

= |

27
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Ejeml'"“ 6. Contorno semicircular

© cos 2X
—dx
[ 41
A‘(
CR
A v
®7 - i
| >
"R C\' 0 Z=X
Figura 8. Contorno semicircular
. pl2z
izz i dz
|e‘2(1+f)’3| Ie-2y+21x| |ezfx||e-2y| e-2Y
RSN oS TR PN TR TR
e~%y 1
— <
lzf¢ =1~ gz -1
LCR =nR

ecn2? 41 az

(xi y=p s=x  dz=dx

< - 0 para R — @

n
R? -1
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lLa singularidad

e ]

;\+1.-u 2‘:—1 Z|=f”l 22:‘—’ out

-
‘¢

Aplicando ¢l teorema del Residuo de Cauchy

i2z

f{f () dle: = ot (RS T ) @) = 5—

Res (f(Z),I) = 221 - 2(,:) - 3

R eiz: ) eiZz e_z
=2H’i _ :ne_z
Inx2+1dx+-’;gzz+l 2i

Pﬂra.R—) o

o ein )
C.P.V.= ra—
Loxz+1
rc pi2x J ? cos Zxd 'Im _—
= Xt
LT J:mx2+1 X2+ 1
* cos 2x * sin2x
= -2 dx =0
f._g,x2+1dx me j:_mx2+1
Im COSZxd -2
e Lt

29



Ejemplo 7. Contorno dentado

® sinX
-0 x

CR

« b N

-r r

Figura 9. Contorno dentado

.eiz
—dz
C Z

La funcién tiene un polo z = 0

En el semiplano superior el contorno C esta dentado en el origen.

oL e L

donde I =— f — §j tomamos limite cuando R > ®yT = 0
~Cr r

30



eiz

(ReSf(z)'O) = _i_ =1 f(z) = ei’Z/z

ooel'x
V'PJ de:rri(l) = i
—c0

@ sinx
-0 x
ix
w f__dx _ ® cos x smx
= —dx
-

® sinx
mi=1 ———dx

“sinx
-——dx =T
-0

31



Ejemplﬂ 8. Contorno a lo largo de un corte de rama

SR

@ 1
——dx =
L Vx(x? +1)

CR

ol

Figura 10. Contorno a lo largo de un corte de rama

1
£21/2(32+1) az
Z+1=0 z=+i z=i in g =i tn  F=EF
f 1 . .
cmdz = 2mi (Res f(2),1)

e Lﬁ L + fc 'r+ L 'B= omi (Res f(2),D)

' sitivo.
* Los segmentos de recta AB y DE s¢ encuentran sobre el eje real po

perior del eje real positivo & = 0
=27

* AB coincide con la parte su

* ED coincide con la parte inferior del eje real positivo &
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[ 7 — i(0+2
AB'szeOI ED,.Z—xe( Tf)= xEZTEf

-1
r (xezm) /2

Z 2mi
j =) it
ED
ry-2 e, %™ i e f" x~ 2 gmi J‘r x~ /2
B = —_ st s T
L (xze4m) +1 R x2edmi 41 " x2 +1 dx
1
R x"' /2
- | ——dx ec. 1
L %241

(- ey Frie s
AB

L ez +1 ) 2241

Ahora z =re® y z = Re'® sobre Cr y CR respectivamente por el teorema 6.6.1 (Zill,

2011) f,, » 0 siendor -0y [+ - 0cuandoR -0

;lﬁ UC 'R+ L 'D+ fc + L 'B= 2mi (Res f(2),0)

2 Jo mv_;(:;i_—l)dx = 2mi [Res(f(2),i) + Res(f(z),—i)]
Res(f(2), i) = -%[§+§il - —?—-‘g
Res(f (2), ~i) = Z_I/f ——- e ;/2 - (__"_)21/2 = (_1)_/; s
_Lite it
-2 2
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W@ ="g[2 77 T
zr’ : dx = 2mi I—g-——?uﬂhﬂg
, Vx(x +1) + 4
o 1 [ \/i] \/i T
dx =7l |——l|=—n=—
L Jx(x2+1) E 2 V2
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CAPITULO 3. Diseiio Metodolégico
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3.1. Descriptivo no experimental

£l diseiio descriptivo no experimental s ¢l que se

. desarrollg consery
controlarnt

yanipular. La persona que efectin 1a it ando las variahles sin
¢

SURacion se circunscribe

com‘mﬂamicnln de los eventos segin van ocurrie a observar el

ndo de forma natur

Ncmcrinm\cntc los analiza. al o espontanea y

l' r . . = B ) una ill\f’CﬁliEiH‘illln
no c_\pcnmcnlal. debldo a quc I“S \'dt‘ldblcs (thcl() (ICI prcscnlc estudios corr ond : las
' ' . b 2 €sponden a la
me cl1c . 0 y Ia ”lC‘OdUIOgia d en
n ecra es ) € ensenanza
q Fy a'l (l . Ls >

sin la manipulacion o intervencion del investigador.

La investigacion no experimental se desarrolla sin modificar las variables, solamente se
realiza la observacion de los fenomenos en su forma o condicién natural sin alteracion o

modificacion de su estado original.

La seleccién del disefio no experimental es la forma o estrategia definida para conseguir las

respuestas a las preguntas formuladas en torno a una determinada hipotesis, para lograr

satisfacer el proposito del analisis o estudio.

HY P arl . H e er 1108
Es decir, presentaremos una perspectiva de la condicion de uno o varios conjuntos de objetos
o indicadores en un determinado tiempo- Los dise

as a los actores partt

fios descriptivos procuran definir una

’ sipantes u obser aciones
situacion mediante la utilizacion de pregunt cip

hechas por el investigador.

. ‘ a e '-‘iql]csc
: ~riptiva €5 und forma cientificd

i stigac descriptiva €3

a mvcsngauén

i de un fe pyenir sobre El
jento de

Podriamos resumir diciendo, que | ' e
nomeno sin e

vale de la observacion y narrar ¢l comportam

Para modificar su estado o ambiente natural.
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,, Enfoque Cualitativo
3.2 "

cualitativos se caracterizan por brindgay nformaciones det
datos T _
Los

alladas que se
render SUs consecuencias, mientras que
omp

requieren
1o dateye

Oy o
prt¢

ofrecen lae cifras
Jes de la investigacion o estudio,
g .
aeralce
gch

'\\]IIC‘ t'll.'lli‘ﬂli\'o s¢ PIIL‘(]L‘ llhli!!ll '“"“ “I“L‘H{'r illl-ﬂl'll‘lil(.'irlﬂi‘ﬁ (lt‘l
- '{
l ] cn

alladas y brindar un
rsonal a la investigacion. La forma de conseguir
1oque b

atos mediante ef Uso cuestionario
L che contener:

o dLl‘C

cuﬂlllﬂ

ntas abiertas. Informacion  Particular, Resultado
Preguntas

subjetivos. observacion de
mportamientos y Estudios de Casos.
o

data cualitativa puede ser utilizada para recopilar informacion detallada de un tema
la data Jormacon iy
ifico. por lo que se recomienda para formular la Hipdtesis, asi como para iniciar una
especifico. | FEsara.
igacion indagando sobre los fendmenos o problemas y as posibles soluciones que se
mvestig s

consideren relevantes para su posible solucion futura.

“'. p - ‘. b 2

i i6 cales.
Opiniones de personas entendidas sobre el tema en cuestion, y Grupos Fo

i i 10 i ‘-, ale:’ m'-diant;
l M | i h c dL un [t' J
i i i ||d|Sll l o -

cualitativa descritas en el parrafo anterior.
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CAPITULO 4. Elaboracién de la propuesta
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Nuestra propuesta va dirigida a mejorar la estrategia de ensefanza aprendizaje fundamentada
en la aplicacion del teorema del residuo para el cileulo de integrales reales. Nuestro interés
es pn‘ﬁt‘.‘ﬂl{lf una L‘S(ﬁllcgill que [\I.Il.."l.iil aportar, cola borar \ reforzar la ensedanza ;l{‘lrL‘llllil;liL"
Aqui trabajaremos en el campo de los complejos para resolver integrales que son de dificil

solucion en el campo de los reales.

En este estudio tenemos cuatro ctapas o fases donde presentaremos algunas recomendaciones

que serdn valiosa para alcanzar los objetivo deseados.

4.1. Método IDSE:

1. Identificar: el tipo de integral que deseamos resolver.

2. Definir: el contorno apropiado para resolver la integral.

3. Sustituir: cada elemento dc la integral real con elementos
complejos de igual equivalencia para convertirla en una

l integral compleja.

4. Evaluar: la integral con los limites de la funcién para
obtener su valor.

En la Primera fase proponemos el método IDSE para la evaluacion de integrales

trigonométricas de la forma f;n F(cos8,sin0)dé.

Se propone a continuacion los siguientes pasos para la solucion de integrales reales de la

forma f;" F(cos @ ,sin8)d6.

Estos pasos se conocen como el método IDSE:

1. Identificar

Identificar que la integral sea trigonometrica.
2. Definir

En esta fase se define la circunferencia unitaria como el contorno sobre el cual se
integrara.

39
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3.

Sustituir
Sustituir cada clemento de la integral real con clementos complejos de igual
equivalencia para convertirla en una integral compleja

10 ~i0 ~i0
R e +e " :
dz = ie'"d0, cosf = - 4 sin6‘=c sk

2 2i

Evaluar
Sabiendo que una vez se haya hecho las sustituciones la integral dada se transformara
en una integral de contorno. Entonces procedemos a realizar las simplificaciones

algebraicas para su posterior evaluacion y solucion.

Se proponen ejercicios donde aplique el teorema del calculo de polos y residuos:

.
2

—

Cilculo del residuo (Anexo 1- 1.1y 1.2)

Integrales trigonométricas (Anexo 1 - 1.3)

En la segunda fase presentaremos estrategias dirigidas a solucionar las integrales reales

impropias de las formas f_mm f)dx, [ f(x) cosxxdxy [ f(x) sin o« xdx.

1.

Identificar

Identificar que la integral impropia sea de la forma f’m f(x) dx, f_mm f(x) cos x

xdx y f}m f(x) sin o xdx.

Definir
Se utiliza un contorno semicircular para evaluar la integral.

Sustituir
Cada elemento de la integral real con elementos complejos de igual equivalencia para

convertirla en una integral compleja.

Evaluar

Sabiendo que una vez s€ ha
e contorno. Entonces procedem

ya hecho las sustituciones la integral dada se transformara

; os a realizar las simplificaciones
en una integral d

algebraicas para su posterior evaluacién y solucion.

40

rEe7."To B

IR ENTEEY



Se proponen CJERCICIOS donde realicen integrales reales impropias con un contorno

cemicircular para encontrar el valor principal de Cauchy (Anexo 2).

- Q \ MY A y - S - " *
I'n la tercera fase presentaremos estrategias dirigidas a solucionar los integrales reales

imr\mpiﬂs para contornos dentados,

1. ldentificar

Que la integral tenga singularidades en ¢l eje “x™,

2. Definir
Seleccionamos un contorno dentado para evaluar la integral.
3. Saustituir

Cada elemento de la integral real con elementos complejos de igual equivalencia para

convertirla en una integral compleja.

4. Evaluar

Sabiendo que una vez se haya hecho las sustituciones la integral dada se transformara

en una integral de contorno. Entonces procedemos a realizar las simplificaciones

algebraicas para su posterior evaluacién y solucién.

Se proponen ejercicios donde realicen integrales reales impropias con un contorno dentado

para encontrar el valor principal de Cauchy. (Anexo 3).

En la cuarta fase presentaremos estrategias dirigidas a solucionar los integrales reales

xﬂ—l

impropias de la forma fom T dx.

I. Identificar
y x@=1
—x.

< Lt
Que la integral sea una integral impropia de la forma J = ——

2. Definir

Seleccionamos un contorno a lo largo de un corte de rama para evaluar la integral de

00 x@-1
la forma fo — dx.
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Sustituir

LS
.

Cada clemento de la integral real con elementos complejos de igual equivalencia para

convertirla en una integral compleja.

4. Evaluar

Sabiendo que una vez se haya hecho las sustituciones la integral dada se transformara
en una integral de contorno. Entonces procedemos a realizar las simplificaciones

algebraicas para su posterior evaluacion y solucion.

Se proponen ejercicios donde realicen integrales a lo largo de un corte rama para encontrar

la solucion. (Anexo 4)
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Conclusidén

El conocimiento de las Matematicas es la fuente fundamental para el
desarrollo de los pueblos, porque es pilar del desarrollo tecnologico que
proporciona los medios para la el cotidiano vivir, las condiciones econémicas
que permiten alcanzar una mejor calidad de vida.

Para que estos conocimientos puedan extenderse a las diversas ca pas sociales

de un pais es preciso disponer de docentes con la formacién académica
necesaria y las destrezas , técnicas vy metodologias que faciliten Ila
transferencia de esas sapiencias en el campo de las Matematicas y que resulte
facil, entretenido y prometa al estudiantado que los temas Mateméticos en su
diferentes vertientes serviran para la solucién de problemas de la vida real,
como son: El disefio y fabricacién de Equipos Electrénicos de comunicacion,
Automdviles, Naves Espaciales, Construccién de Vias de Comunicacion,
Puentes , Carreteras, Satélites, Electrodomésticos , Etc.

En el imaginario Popular siempre se ha dicho que aprender correctamente las
matematicas es muy dificil, aunque estas aseveraciones no estén
fundamentadas en anélisis o estudios cientificos que asi lo demuestren, lo que
influye en que haya una predisposicién del estudiante hacia las Matematicas,
por esta razén el docente debe estar consciente de esta situacion para emplear
las estrategias y técnicas necesarias para que el proceso Ensefianza-
Aprendizaje sea entretenido , entusiasta y provechoso para el estudiante que

Seran quienes por motivos generacionales les corresponderan dirigir el futuro

de sus respectivos paises, lo que hace que sea imprescindible la solida

fOrmacjén en Matematicas, que les permita interpretar las‘ relac:om:s
Comerciales con otros Paises‘ Ias estadfsticas de ComPOftamlento de a

Economia Global , Local y lo mas importante aun poder insertarse en un

Mundo cada dia mayor tecnificado y competitivo.
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Los procedimientos en Ia ensefianza aprendizaje que presentan los
estudiantes de ingenieria

y matematica durante su formacién en las universidades es motivo de
preocupacion para la sociedad ya que de ellos depende el desarrollo de los
adelanto cientifico y tecnolégico que pueda alcanzar una nacién. El desarrollo
y los avances de la ciencia y la tecnologia depende

de lo que hoy llamamos estudiantes, que mafana seran los profesionales que
tendran el compromiso de seguir brindando el conocimiento en los avance
tecnoldgico y cientifico. La falta de motivacién de los alumnos, desinterés de
los alumnos, miedo a las matematicas y otros factores han incrementado el
bajo nivel en el aprendizaje de la Matemitica.

La Presentacion de este trabajo de Tesis sobre /as Estrategias didacticas para
la ensefianza del Teorema del residuo para el calculo de Integrales Reales,
tiene como propésito primario hacer un aporte que contribuya con la
utilizacién de técnicas y estrategias que faciliten la formacién de las diferentes
areas del saber , enfatizando en dar un nivel de conocimiento afianzado con la
calidad suficiente, que permita a los profesionales de las Ingenierias disponer
de bases sélidas para el desarrollo de sus trabajos investigativos, de disefio, de
fabricacic‘m, y de analisis de situaciones complejas de los aspectos

tecnolégicos.

Tomando en consideracion lo expresado anteriormente, se hace necesario
’éar un espiritu de motivacion del docente hacia los alumnos. Los
Procedimientos en la ensefianza aprendizaje que presentan los estudiantes de
'Ngenieria Y matematica durante su formacién en las universidades es motivo
de Preocupacién para la sociedad ya que de ellos depende el desarrollo de los

%elanto cientifico y tecnolégico que pueda alcanzar una nacion.
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en el mundo actual se hace imperativo la necesidad del conocimiento de
Matematico, porque es un mundo globalizado en e que el pais que logre
mayor desarrollo tecnolégico , serj el que marque las pautas del liderazgo,
econémico y Militar, para todo lo cual es imprescindible tener los recursos
humanos capaces con el espertiz de analizar y dar solucién a los multiples y
variados problemas que se presentan en |z sociedad moderna, siendo esto
posible solo con un conocimiento solido de las Matematicas.

Es preciso resaltar que, por razones de naturales de actitud y aptitud, los
estudiantes no tienen la misma propensién hacia las ciencias o en especial para
el analisis o estudios de las Matematicas, sin embargo, lo que procuramos que
aun conscientes de esta realidad los estudiantes se les otorguen las mismas y
facilidades para aprender conceptos Matematicos , con la suficiente calidad
que le permita interpretar y dar solucién a los constantes cambios que la
ciencias y las tecnologia experimentan con frecuencia

No todas y todos los estudiantes, al finalizar su educacién basica y de
bachillerato, desarrollaran las mismas destrezas y gusto por la matemdtica, sin
embargo, todos deben tener las mismas oportunidades y facilidades para
aprender conceptos matemdticos significativos bien entendidos y con la
profundidad necesaria para que puedan interactuar equitativamente en su
entorno. El aprender cabalmente Matematica y el saber transferir estos
Conocimientos a los diferentes dmbitos de la vida del estudiantado, y mas
tarde de los profesionales, ademds de aportar resultados positivos en el plano
Personal, genera cambios importantes en la sociedad. Siendo la educacién el
Motor del desarrollo de un pais, dentro de €sta, el aprendizaje de la
Matemstica es uno de los pilares mas importantes ya que ademas de
&nfocarse en Io cognitivo, desarrolla destrezas importantes que se aplican dia
2 dia en todos los entornos, tales como el razonamiento, el pensamiento
ldgiCO, el pensamiento critico, la argumentacion fundamentada y la resolucion

de Problemas,
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alcanzar un pensamiento ldgico Yy creativo, capaz de potencializar sus
capacidades y destrezas para la solucién de problemas del diario vivir y

predecir las soluciones futuras segin se vayan desarrollando las tendencias
mundiales.

Con la propuesta contenida mij tesis, nos proponemos contribuir con el
afianzamiento de [as destrezas en las Mateméticas, que permita interactuar
con éxito en los diversos tipos de profesiones, ofreciendo las soluciones y
analisis necesarios que logran dar con los retos de la vida moderna y estar en
condiciones de afrontar con éxito el porvenir. El conocimiento y aplicacion de
las Mateméticas, permite al hombre poder modificar su entorno, poniendo Iz
Naturaleza al servicio de |a humanidad, con todos los beneficios que esto
fepresenta, siempre y cuando se apliguen con prudencia, ética y tomando en
Consideracién la preservacion del medio ambiente.

Delo en realidad se trata es de que los docentes dispongan de las técnicas y
®Strategia necesaria para trasferir esos conocimientos con eficacia a los
Alumnos, asi estaremos ereando un circulo virtuoso que aportara al desarrollo
Integral de |4 sociedad, creando profesionales de mayor nivel, debido a que
3Prender como es debido las matematicas forjara las bases mds importantes
" que ademds del aporte en lo cognitivo , permite acrecentar la expertiz
“Plicables en el dia a dia en todos los ambitos de la vida , ampliando el
Densi!miento légico y critico y ofreciendo las mas variadas soluciones a los

Problemas de la sociedad.
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ANEXOS

Anexo 1. Ejercicios primera fase: ¢

: alculo del residuo y evaluacion de
integrales reales trigonométricas

1.1.  Enlos problemas 1 a 3 utilice una serj

<o ¢ de Laurent adecuada para encontrar el
residuo in i

2
) f@D=GheTs ke F@.D)

1
2) f(@) = PETPRE L Res (f(2),0)

3) f(z)=z—§-;—:-g)—; Res (f(z),0)

12.  Enlos problemas 4 a 16 encuentre el residuo en cada polo de la funcién dada,

" Jf(""')z:,:z:-16

5) f(z) = — 5z —4z 43
z+1)(z+2)(z +3)

1@ = 212 —_y

N fz) = 5-5115}'
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1
8) [ =T 6z +8

z
9 f(2)=32+81

)_225—422-}-5
10) 12 = 376 "8z ¥ 10

-Z

e
11) f(2) = =1

1
12) @) = 5

13) f2) =~

z5

1425

14) f(2) =

15) f(2) =

z3 -3

1
z2 42z 41

16) f(z) =

13, Enlos problemas 1 a 5 evalie Ia integral trigonométrica dada,

2n
1) f 1
o 1 +0.Ssin0d9

ra—do

2) fz" cos?g
o0 2+sing
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en cos 30

5) " 5—4c050d0
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Anexo 2. Ejercicios segunda fase: evaluacion de integrales reales
jmpropias con un contorno semicircular.,

51, En los problemas 1 a 27 evalie el valor principal de Cauchy de la integral

impmpiﬂ dada.

© 1
1) f_m x2—2x+2dx

® 1
e —
) |, @+ o?

N p
3) f_w 54

L.

5 N ———
) f_m P I Vhad

- 1
6
) L, T+

® 1
7)

0 X6+1dx

2

.| X

0 x6+1dx
9 [F_ 1

5 x2+1dx
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o [
o |
o |
2
o [
™ [
w [
? [
20) [ ‘:

TN

P P

1

(x? —a)?(x — 1)dx

! d
x(x?2-1) X

COSXx

x% + ldx

x sin 2x

d
xt+1 x

cos 3x
x2+ 4

X

cos 3x

xz—ldx

COS X
x2 -9

cos 2x
x%—16
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[

22) J::

o [

o

24)

0

[+2]

25)

0
26)

0
27)

cos 3x
>+ 1)2

COS X d
@+ DEE+ 9N

cos 2x
x2+1

xsinx
X
x¥+1

xsinx d
D2+

xsinx d
C+ D2+ 4

xsinx T 1
dx = — =1/¥2 gj (-—)
11X =3¢ =8 V2
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Anexo 3. Ejercicios tercera fase: o

valuacion de integrales reales
impropias con un contorno dentadg

3.1.  Enlos problemas 1 a 3 utilice un contorno dentado y residyos para determinar
¢l valor principal de Cauchy de Ia integral i impropia dada

® sinx
1) fm de'“—'ﬂ'

® 1—cosx m
2)[ —-dx=—2-
0

®  xcosx = alsind - 2 et
B)J:mmx—nsm sin 2]

Anexo 4.  Ejercicios tercera fase: evaluacién de integrales a lo largo de
un corte rama.

41. Enlos problemas 1 a 4 proceda para establecer el valor principal de Cauchy de
la integral impropia dada.

1 T
1 P SR = —
: J; \/f(x2+1)dx V2

) [V o
)j; (x2+1)2dx-—4—ﬁ

3)] E
\/_(x+1)(x+4) 3
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o x1/3 d 2”
s (] A 5 me—
4) L (x2+1) 3V3

w Vx _(2m\(Va-Vb
S)fn (x+a)(x+b)dx‘(ﬁ)(_a_-_5“)“>°' 8>0, a=b

)y @D Geiy 10D done st <o
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