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RESUMEN

Esta investigacion tiene por objetivo evaluar la integral de la funcion gaussiana utilizando el

teorema del residuo e integracion de contorno para determinar la solucion analitica.

En esta tesis se demostr6 que es posible determinar la solucion analitica de la integral definida de
la funcion Gaussiana mediante integracion de contorno y el teorema del residuo. La integracion de
la funcidn gaussiana se llevo a cabo sobre un contorno rectangular; de igual forma, se establecid

una funcién meromorfa para obtener un polo ya que la funcion Gaussiana carece de la misma.
ABSTRACT

This research aims to calculate the analytical solution of the integral of the Gaussian function using

the residue theorem and contour integration.

In this thesis, it was demonstrated that it is possible to determine the analytical solution of the
definite integral of the Gaussian function using the residue theorem and contour integration. The
integration of the Gaussian function was carried out on a rectangular contour; therefore, a

meromorphic function was used to obtain a pole since the Gaussian function doesn’t have one.
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INTRODUCCION

2

X
La integral de Gauss es la integral de la funcion Gaussiana e 2z sobre toda la linea real; es una de
las integrales mas importante en matematicas y ciencias, también se le conoce como la integral de

Euler-Poisson.

Se puede establecer que la inexistencia de una funcion elemental imposibilita el analisis de esta
funcidn utilizando las herramientas del calculo; esta asercion se ha demostrado con el algoritmo
de Risch. Cuando no es posible evaluar de forma explicita ciertas integrales reales, se suele utilizar
el teorema del residuo para determinar la solucion analitica. Es justamente este el motivo por lo
gue esta investigacion esta centrada en la siguiente pregunta ¢ Es posible evaluar la integral definida
de Gauss mediante el teorema del residuo e integracion de contorno? Por lo que se considera como
objetivo central de la investigacion: evaluar la integral definida de Gauss utilizando integracion de

contorno y el teorema del residuo.
Para llevar a cabo esta investigacion, el trabajo se ha estructurado en cuatros capitulos.

En el capitulo I “Aspectos Introductorios” se definen la problematica de investigacion y los

objetivos; también se abordan la justificacion y la delimitacion del problema.

En el capitulo IT “Marco Referencial” se efectiian algunas precisiones tedrico-conceptuales tanto
del teorema del residuo como de la integracion de contorno los cuales permiten comprender el

proceso que se lleva a cabo para evaluar la integral definida de Gauss.

En el capitulo IIT “Disefio Metodoldgico” se hace énfasis en la forma en como se abordaran cada

método para el analisis y la evaluacién de la integral gaussiana.

En el capitulo IV “Evaluacion de la Integral de Gauss” se demuestra, evalla y analiza la solucion
de la integral impropia de la funcién Gaussiana mediante integracion de contorno y el teorema del
residuo.

Por ultimo, se aborda las conclusiones, las recomendaciones, las referencias bibliograficas, en

conjunto con sus respectivos anexos para dar cierre a esta investigacion.



CAPITULO |
ASPECTOS INTRODUCTORIOS



1.1. Planteamiento del Problema

1.1.1. Definicién del Problema

La integral no elemental de Gauss es una herramienta pertinente en muchas situaciones en

ingenieria matematica y estadistica.

Esta integral se puede utilizar para determinar la constante de normalizacion de la distribucion
normal. Siguiendo ese mismo orden de idea, la integral de Gauss con limites finitos guarda una
estrecha relacion con la funcion de distribucion acumulativa de la distribucién normal y con la

funcién error.

A pesar de tener una amplia gama de aplicaciones en diversos campos de la matematica, no hay

evidencia gue sustente la evaluacién de la integral definida gaussiana

[o'e] XZ
j e 2dx
— 00

utilizando el teorema fundamental del calculo:

| oo dr = FO — @)

En las bibliografias existentes, relacionadas a la integral citada anteriormente, se plantea que la
dificultad que existe para determinar la solucién analitica se debe a la inexistencia de una

antiderivada; es decir una funcién que conduzca a su evaluacion.

Sin embargo, a pesar de la inexistencia de una antiderivada el andlisis de la integral Gaussiana se

suele llevar a cabo mediante un artificio matematico que consiste en aplicar el método de

coordenadas polares para determinar la solucion analitica cuyo valor es v 2.

Sabiendo que el valor de esta integral ha sido demostrado utilizando coordenadas polares, se
plantea ahora poder comprobar dicho resultado aplicando el teorema del residuo e integral de

contorno.

Tomando como referencia todo lo anterior surgen las siguientes interrogantes:



1.2. Formulacién del Problema

e (Es posible evaluar la integral definida de Gauss utilizando integracion de contorno y el

teorema del residuo?

1.3. Sistematizacion del Problema

¢En cada caso particular a evaluar, se podra determinar, utilizando el teorema del residuo,

la solucion analitica de la integral definida de Gauss?

e (Esposible demostrar utilizando integracion de contorno la solucién analitica de la integral
definida de Gauss?

e (Es posible analizar la integral impropia de la funcion Gaussiana utilizando una funcién e
integracion de contorno para determinar su solucion analitica?

e ;Es posible analizar la integral impropia de la funcion Gaussiana utilizando una funcién y

el teorema del residuo para determinar su solucion analitica?



1.4. Objetivos de la Investigacion

1.4.1. Objetivo General

e Evaluar la integral definida de Gauss utilizando integracion de contorno y el teorema del

residuo.

1.4.2. Obijetivo Especificos

e Determinar mediante el teorema del residuo la solucidn analitica de la integral definida de
Gauss.

e Analizar la integral impropia de la funcion Gaussiana utilizando una funcion y el teorema
del residuo para determinar la solucion analitica.

e Demostrar utilizando integral de contorno la solucion analitica de la integral definida de
Gauss.

e Analizar la integral impropia de la funcién Gaussiana utilizando una funcion e integracion

de contorno para determinar la solucidn analitica.



1.5. Justificacion de la Investigacion.

El interés de esta investigacion es dar a conocer diversos métodos y una funcién que permitan
llevar a cabo la evaluacion de la integral definida de Gauss en el campo de los nimeros complejos,
asi como los procedimientos que se deben emplear al aplicar integral de contorno y el teorema del

residuo a la integral antes citada.

La investigacion servira para dar a conocer una funcion, varios métodos y las pautas que permitan
demostrar la solucién analitica de la integral definida de Gauss sin la necesidad de recurrir a ningun

artificio matematico; también servira como un referente al cual recurrir para evaluar la integral

2
Gaussiana con exponente — x? pero con coeficiente diferente de un medio 1/2.

Los docentes de matemaéticas, los estudiantes del Nivel Secundario, Los alumnos del Nivel
superior y la sociedad dominicana seran los mayores beneficiarios de esta investigacion; ya que
tendran a su disposicion una funcion equivalente a la funcion Gaussiana que les servira como
herramienta para evaluar la integral definida Gaussiana utilizando integracion de contorno y el

teorema del residuo.



1.6. Delimitacion del Problema

El alcance de este trabajo investigativo seré en el campo de los nimeros complejo, centrandonos
en la aplicacion de integral de contorno y del teorema del residuo para llevar a cabo la evaluacion

de la integral definida de Gauss mediante una funcion sin la necesidad de recurrir a ningun artificio

matematico.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL



2.1. Antecedentes de la Investigacion

Desde hace unas décadas el andlisis de la integral de Gauss despertd el interés entre los
matematicos e investigadores. A partir de ese momento, el término integral de Gauss ha estado
relacionado o utilizado como sinénimo de integral de probabilidad, integral de Euler-Poisson, entre
otros.

Las investigaciones cuyas variables o categorias de estudio abarquen integracion de contorno, la
integral definida de Gauss y el teorema del residuo son escasas; cabe destacar que las publicaciones
0 trabajos de investigacion que abordan las variables de investigacion se centran en el teorema del

residuo o la integracion de contorno dejando a un lado la integral definida de Gauss.

Sin embargo, entre los primeros antecedentes relacionado con el tema de investigacion se
encuentra el trabajo realizado a comienzo de la década de los 40’s del siglo pasado por Mr. J. H
Cardwell citado en (Mirsky, 1949, p. 279). En esta investigacion “The Probability Integral” se
establece que la integral de probabilidad de Gauss puede ser evaluada por medio de la integracion
de contorno y el teorema del residuo de Cauchy. También, el autor concluye que el método de
evaluacion de esta integral depende de la aplicacion de dos integraciones de contorno consecutivo:

a) la primera integracion ha de llevarse a cabo alrededor de un rectangulo
b) la segunda integracion ha de llevarse a cabo alrededor de un sector circular.

En el mismo sentido, a finales de la década de los 40’s en la publicacion “Remarks on computing
the Probability Integral in One Dimension and Two” POlya, George. (1949) determin6 que la
integral gaussiana con limites infinitos puede ser evaluada aplicando el teorema de Cauchy. En ese
mismo orden, concluye que la evaluacion de esta integral se debe realizar en el plano z de los

nameros complejo por medio de un paralelogramo llamado P con vértices
R+ iR, —R —-iR, —R+1—-iR, R+ 1+ iR;

Donde R es positivo y lo suficientemente grande, y su centro esta situado en el punto z = 1/2;
de la misma manera establece que dos lados de P deben ser horizontales de largo 1, y los otros

dos lados deben pasar por el punto z = 0y z = 1: el lado que pasa por el origen debe bisecar los

y - - - i 72
angulos entre los ejes de coordenada; finalmente se debe calcular la integral de ¢ e™#" tannz.dz



en sentido anti horario alrededor del limite de P. Donde el integrando tiene un solo punto dentro

de P, un polo simple enel punto z = 1/2y el residuo en ese polo es

il
e 4x1

—TC

. (Polya, 1949, p. 68).

De la misma forma, ya para la época de los 90’s (Remmert, 1991) concluyo en su obra “Theory

. -7 —y2 , - , .
of Complex Functions” que usar la funcion e no conllevaria a ningun resultado debido a la

inexistencia de un residuo distinto de cero. Por consiguiente, este sugiere considerar la funcion

_2
eu

Gu) = —m € m(C),
Dondep = (1 + i)\/g . p% = im; Por consiguiente, p es un periodo de e ~%P*, resultando en

G(u) — Gu + p) = e,

Sin lugar a dudas, los resultados de las investigaciones relacionada al tema de investigacion han
demostrado que puede ser una tarea engorrosa evaluar la integral definida de Gauss mediante
integracion de contorno y el teorema del residuo en el campo de los nimeros complejo; no
obstante, los métodos de evaluacién de la integral definida de Gauss han sufrido varias
transformaciones que han resultado, sin lugar a duda, ser mas innovadora y eficaz para llevar a

cabo su evaluacién, como lo demuestra Remmert en su obra “Theory of Complex Functions”.

Frente al analisis de los métodos expuestos, el método que plantea Remmert, (1991) es el que se
ajusta a los parametros de evaluacion de la integral definida de Gauss que pretendemos llevar a

cabo; por lo tanto, servira de columna para sustentar y llevar a cabo nuestra investigacion.

A nivel nacional no existe ninguna investigacion que abarque las variables relacionada a la
investigacion que se pretende llevar a cabo “Evaluacion de la Integral definida de Gauss Mediante

Integracion de Contorno y el Teorema del Residuo”.

10



2.2. Marco Tebrico

El anélisis de la integral definida de Gauss ha buscado determinar desde distintas teorias la
solucion analitica de esta. Sin embargo, para entender cada uno de los elementos que conforman
esas teorias; en primer lugar, serd de gran importancia definir algunos de los conceptos pertinentes
relacionados a las variables de este trabajo investigativo. Entre los cuales se encuentran integracion

de contorno, teorema del residuo, e integral definida de Gauss, asi como las aplicaciones de esta.

2.2.1. Integracion de Contorno.

Es una técnica sUper poderosa, basada en analisis complejo, que nos permite calcular ciertas
integrales reales que son dificiles o imposible de resolver. Las integrales de contorno tienen
muchas aplicaciones importantes en muchas areas de la fisica, particularmente en el estudio de

ondas y oscilaciones.

Vista la importancia de esta técnica, resulta de particular interés dar a conocer varios conceptos de

integracion de Contorno desde las perspectivas de distintos autores:

2.2.1.1. Definicion

(Zill & Shanahan, 2003). Propone la siguiente definicion de integral de contorno: una integral
sobre una curva ¥ de la funcion G(z) la cual es equivalente al limite cuando N tiende a infinito

de la sumatoriade n = 1 hasta N_; de la funcion G evaluada en z, multiplicado delta de z,.

En el mismo sentido, Stein, E. M., & Shakarchi, R. (2010). Definen la integracion de contorno
como el proceso de calcular el valor de una integral de contorno alrededor de un contorno dado

en el plano complejo.

Del mismo modo, Garling, D. J. (2013). Define una integral compleja G(z) como una funcion
continua en todos los puntos de un arco simple D en el plano complejo z de longitud finita y que

conecta dos puntos a y b. Donde se subdivide el arco en g partes con los puntos z4, 25, ...... Zg-1,
altomar z, = ay 3, = & ;encadaunade lascurvas queunena z,_, conzg,(r=1,...... , Q)

se selecciona un punto z,.*.
Entonces, se forma la suma

Wy = G(z1)(z31 —20) + G(22)(32; —21) +..... + Q(Z;;)(Zq _Zq—l)

11



Y se redacta z,, — 3,y = 4z,, W, obteniendo como resultado

W, = Zg(Z;)AZr
k=1

Si hacemos que g crezca, de tal forma que la mayor de las longitudes de la curva ||4z, || se acerque

a cero, entonces la suma §, se acerca a un limite que no depende de la forma de subdivision del

arco.

Partiendo de los conceptos anteriores se hace necesario dilucidar los procesos a los que se recurren

para llevar a cabo la evaluacion de una integral definida usando integracion de contorno:

Si G es continua en una curva suave ¥ dada la parametrizacion z(p) = s(p) + it(p), a < p <

b entonces definimos la integral de G a lo largo de la curva ¥ como

g
f G(2) dz = j G(2(p) 2 (P)dp m
4 a

Por hipétesis, el integrando, siendo un producto de funciones continuas, es en si mismo continuo

y por lo tanto existe la integral.

Sea ¥ un contorno con L curvas suaves {¥;} paraj = 1,2,....... , L.

Si G(z) es continua en ¥, entonces la integral de contorno de G a lo largo de ¥ se define como

L
j §@dz = Y | 6@ydz = | §@dz + | G@dz+.......... + [ ¢ dz
4 Y1 L)

7=1"%j ¥r

Donde cada una de la fq,_g(z) dz esta definida por 9t respecto de cada parametrizacion.
]

Después de haber analizado las distintas concepciones podemos concluir que la integracién de
contorno es el proceso de calcular el valor de una integral de contorno alrededor de un contorno
dado.

12



2.2.1.2.  Métodos de Integracion de Contorno

Como se pudo observar en el apartado anterior las integrales de contorno tienen diversos usos,
entre lo que podemos citar el andlisis de integrales reales cuyas soluciones analiticas se tornan

engorrosa determinar.

En tal sentido, nos enfocaremos en destilar los métodos de integracion de contorno que viabilizan
el anélisis de integrales reales. Sin embargo, dada las dimensiones de este trabajo nos limitaremos

al anélisis del método directo que compete a esta investigacion.

Stalker, John (1998). En su obra “Complex Analysis: Fundamental of the Classical Theory of
Functions” hace mencién de los elementos que componen los métodos de integracién de contorno

entre las que se pueden destacar:

a. La Integracién directa de una funcion G(z) de valor complejo a lo largo de un arco en el
plano complejo.

b. La aplicacion de la formula de Cauchy.

c. Laaplicacion del teorema del residuo

Se puede observar que uno o varios métodos de integracion de contorno se pueden aplicar para

determinar el anélisis de integrales reales.

2.2.1.3.  Métodos directo de Integracion de Contorno

Este método de integracion consiste en evaluar la integral usando métodos con caracteristicas

similares a las que se aplican al calculo de integrales de linea de funciones multivariables.
Esto implica el uso de los siguientes pasos:

a. Parametrizacion de un contorno
Este método se lleva acabo parametrizando el contorno de una funcién de variables reales
valuada y diferenciable.
Del mismo modo, se suele separar cada parte del contorno para ser parametrizado por
separado.

b. Sustitucion del contorno parametrizado en el integrando
Al hacer la sustitucion de esta integral se obtiene una integral de variable real.

c. Evaluacion directa.

13



Consiste en aplicar los mismos parametros de evaluacion de una integral de variable real.

En conclusion, se observa que para llevar acabo la evaluacion de la integral de contorno se toma
en cuenta tres pasos que son sencillos de ejecutar. Del mismo modo, cabe destacar que para la
evaluacion de una integral de contorno a lo largo de un contorno normalmente se aplica el siguiente

teorema de integracion que veremos a continuacion:

2.2.2. Teorema del Residuo

En analisis complejos, la teoria de residuos es un potente conjunto de herramientas utilizadas para
evaluar integrales de contorno. Los residuos se utilizan muy a menudo para la evaluacion de
integrales reales encontradas en la fisica y la ingenieria cuyas evaluaciones son dificiles y a veces

imposible de realizar por técnicas elementales.

El teorema de los residuos se limita a evaluar ciertas integrales de funciones racionales, pero
extender este teorema produce una gama mas amplia de aplicaciones. El teorema de residuo que
se reconoce en este trabajo simplemente servird para mostrar cuan poderoso y ampliamente util

puede ser el Teorema de Residuos al evaluar integrales.

Los aportes de Ponnusamy, S., & Silverman, Remmert, R seran los pilares que dardn sustento a
este apartado, ya que la mismas ilustran de manera concisa las diferentes concepciones del término

teorema del residuo.

2.2.2.1. Definicién

Ponnusamy, S., & Silverman, H. (2007). Plantean que si G(z) es analitica en la region A excepto
en un conjunto de singularidades aisladas, debemos de suponer que P, es un arco cerrado simple
en A gque no atraviesa ninguna de las singularidades de G y que esta orientada en sentido contrario

a la manecilla del reloj; en tal sentido entonces
14
G(2)dz = 2mi Z Re s [G(2); zg]
Py s=1

Demostracion:

Supongamos que G(z) es una funcion compleja con distintas singularidades z,, z,, ...... Zy

14



jgg(z)d2= jgg(z)dz+ jgg(z)dz + jgg(z)dz,
B, Py P, P

powdzr, =
po@dz, 2

55 6@dz,
P3

Procedemos a expandir G(z) en serie de Laurent alrededor de la singularidad z,

(o] [oe] . b
g(Z) =Zk Oak1(z_zl)k+ Z 1bj1(Z—Z1) J = a01+a11(z—21) ++¢ +
— j=

= (z-7y1)
b21
52:25;41.."
fg(z)dz = fzakl(Z—Zﬂk f’g( — dz + beh(z—zl) Jdz
Py 5 k=0
dz = N k bi4 d C b i g
G(2)dz = ay,(z —z)" + Z—2) z + . i, (z —21)7/ dz
Py k=0 p, Py j=2 p,
ég(z)dz = é( d +z fbjl(z—zl)_jdz
=0 p,
Sea
%bjl(z —Z1)_j dz, donde P:z=2z +plei9, 0 <60 <2m
si diferenciamosaz, = dz =ip,e'? do
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2T .
[ 51 pae®) ipse®) ao
0

bll

g (z —2z)

dz, por la formula de la integral de Cauchy 2mi(b11)

El coeficiente b, es el residuo puesto que es el Unico término restante cuando aplicamos integral

de contorno a la serie de Laurent.

Después de haber demostrado el resultado de una singularidad dentro de un contorno cerrado P, ,
podemos aplicar el mismo procedimiento para demostrar el resultado de las singularidades z,, zs;

por lo tanto, obtendremos:

%Q(Z) dZ = 27Tl( b11 + b12 + b13) =
Py

P
G(2)dz = 2mi Re s [G(2); zs]
SZ s

Py

Remmert, R. (1991). Establece que si ¢(z) es analitica dentro y sobre un contorno I y con un

numero limitado de singularidades aisladas en los puntos z, z,, zs, .. ..z, dentro de I". Entonces:

L
d = 2mi R y Zy
jrqo(z) 2 m; es[p(2)i 2]
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Asmar, N. H., & Grafakos, L. (2018). Definen el teorema del residuo como una herramienta

utilizada para evaluar integrales de linea de funciones analitica sobre un contorno cerrado.

Podemos observar que el teorema del residuo establece que bajo algunas condiciones podemos

evaluar las integrales complejas gﬁz w(z) dz sumando los residuos en las singularidades aisladas de

y dentro del contorno cerrado ¢.

De igual forma, el teorema del residuo nos permite evaluar integrales sin la necesidad de
fisicamente integral la funcion; es decir, nos permite evaluar una funcién con solo conocer el

residuo contenido dentro de una curva.

Lars V. Ahlfors. (1966). Define un residuo como una funcién G(z) que tiene un polo en el punto
1

(z - zp)

z = z, cuyo coeficiente b_; de la expresion es la expansion de la serie de Laurent de G(z)

alrededor de z = z,. Es decir, cada funcion con una singularidad aislada tiene una serie Laurent

que converge en un anulo alrededor de una singularidad.
Tomando como referencia los parrafos anteriores, surge la siguiente interrogante:

¢ Es posible obtener un residuo centrado dentro de un arco que se ajuste a los parametros de esta

investigacion?

Brown, J., & Churchill, R. (2014). Sugieren un residuo de Polo Simple para evaluar funciones
similares a la que se pretende evaluar en este trabajo. Si G posee un polo de orden uno al cual

Ilamaremos simple en z = z,, entonces:

Res[G(2)iz] = lim(z—2)f(2)

Es bueno destacar, que existen varias formas de obtener un residuo, sin embargo, dada la
dimension de este trabajo, el calculo del residuo en un polo simple se realizard mediante este

método alternativo:
9
Res[g(Z), ZT'] - /ﬁ,(Z)
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2.2.2.2.  Aplicacion

En el apartado anterior pudimos observar que las integrales con valor real se pueden calcular a lo
largo de un contorno, lo que implica que el calculo de la integral de valor real y la integral de

contorno se llevan a cabo al mismo tiempo

La aplicacion de la formula del teorema del residuo a integrales reales consiste en obtener un valor

alrededor de todo un contorno.

Es por este motivo que usaremos un rectangulo en el plano complejo con vértices —R, R, R + iM
y —R + iM, donde R y M son numeros reales positivo suficientemente grandes para evaluar la

integral definida de Gauss.

Dado que se ha abordado los fundamentos tedricos relacionados con integracion de contorno y el
teorema del residuo procederemos a mostrar el tipo de integral que se estara evaluando en este

trabajo.

2.2.3. Integrales Definidas

Lial, Greenwell & Ritchey (2012) sefialan que si ¥ (x) es una funcién definida en el intervalo

cerrado [a, B]. Entonces, si el | l}lmOZ{-‘z 1 1/;( x;* ) Ax; existe, decimos que 1 es integrable en el
p el

intervalo [a, B]. Donde ffl/)(x)dx esta dada por

Y(x) = F(x)

|]| a \:// b g

o Ipli—0

P K
Y(x)dx = lim P(x;") Ax;
f 2
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2.2.3.1. Teorema Fundamental del calculo.

Teorema Fundamental del Calculo

Sea 1 continua en el intervalo cerrado [s, t], y sea ¥ cualquier antiderivada de  entonces

[ v = w© - w6 = vl

Clark (2003) establece que si ¢ es continuo (por lo tanto, integrable) en [s, t] y sea ¢ una

antiderivada de ¢ (ejemplo, ¢'(x) = @(x)) entonces:fst(p(x)dx = ¢(t) — Pp(s)
2.2.4. Integral de Gauss

Comenzaremos este apartado brindando una panordmica general a modo de conceptos sobre las
integrales impropias, luego abordaremos de manera especifica la integral con limites infinitos

(o0, —00) en el campo de los nimeros complejos.
2.2.4.1. Integrales Impropia

Las integrales impropias son integrales que no pueden resolverse de inmediato debido a los limites
infinitos o la asintota vertical en el intervalo.

Thomas B. (2014) define las integrales impropias como integrales con limites infinitos de tipo:

a) Si @(x) es continua en el intervalo [ a, o ), entonces:

o0 B
f P(x) dx = limf ®(x) dx
a ﬁ—)OO a

b) Si @(x) no es discontinua en el intervalo (—oo, ], entonces:

B B
f ®(x) dx = lim f P(x) dx
—o0 a——00 a

c) Si@(x) es continua en el intervalo abierto (oo, —o0), entonces:
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j;i@(x) dx =fg ®(x) dx +f00<1>(x) dx

—00

donde ¢ es cualquier numero real.

De manera similar, Lial, M., Greenwell, R., & Ritchey, N., (2017). Establecen que una integral

de la siguiente forma

[e%) 4 [e9)
f Y(x) dx, f Y(x) dx, f Y(x) dx
a —00 —00
Se le denomina integral impropia.

Visto desde nuestra perspectiva, una integral impropia es una integral definida que tiene uno o
ambos limites infinitos o un integrando que se aproxima al infinito en uno 0 mas puntos en el rango
de integracion. Las integrales impropias no se pueden calcular utilizando una integral de Riemann
normal. Entonces, si la dimension de su intervalo es infinita, no hay forma de determinar ese
intervalo. La solucién alternativa es convertir la integral impropia en una adecuada y luego

integrarla convirtiendo la integral en un problema de limite.
2.2.4.2.  Definicion e Importancia de la Integral Gaussiana

Descrito las caracteristicas de las integrales impropia, se hace necesario abordar la importancia de

la integral definida de Gauss en este apartado.

. . - - 42 P -7
La integral de Gauss es la integral de la funcion Gaussiana e ™™ sobre toda la linea real, también

se le conoce como la integral de Euler-Poisson.
Stahl, Saul (2006). La integral Gaussiana tiene una amplia gama de aplicaciones, por ejemplo:

i.  Esta se usa para calcular la constante de normalizacion cuando se le hace un leve cambio
de variables.
ii.  Lafuncion error y la distribucion cumulativa se relacion con la misma integral de limites
finitos.
iili.  En mecénica cuantica se utiliza para determinar el espesor de probabilidad del estado

fundamental del oscilador armdnico.
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Partiendo de la perspectiva de Cherry, G. W. (1985) se puede establecer que la inexistencia de una
funcion elemental imposibilita el anlisis de la funcion error; esta asercion se ha demostrado con
el algoritmo de Risch. No obstante, la integral Gaussiana puede ser resuelta analiticamente
mediante la aplicacion de un artificio matematico que consiste en aplicar coordenadas polares

siempre y cuando se definan los limites de integracion en limites infinitos.

2.2.4.3.  Evaluacion de Integral Definida en el Campo Complejo.
En el proceso de evaluacion de la integral definida (Zill & Shanahan, 2003) establecen que para
determinar la solucién analitica de una funcion f_c’oootp(x) dx en el campo de los numeros
complejo, donde la funcién meromorfa de la forma

_ g)
T A

P(x)

es continua en (—oo, ©0); entonces, por el teorema de los residuos sustituimos x por la variable
compleja z y se integra la funcion

_9(2)
T A2

Y(2)

En un contorno cerrado I" que consiste en el intervalo (—R, R) en el eje real y en una
semicircunferencia I'; de radio suficientemente grande para situar todos los polos de v en el

semiplano superior Im(z) > 0, entonces obtenemos:
R L
j‘l‘lp(z) dz = f Y(x) dx + f Y(z) dz = 2mi ZRGS[I/)(Z);Zr]
r -R ry povr

En tal sentido, Lars V. Ahlfors. (1979). manifiesta que una integral con limites infinitos converge
si y solo si el grado del denominador de la funcién racional &(x) es por lo menos dos unidades
mayores que el grado del numerador, y como consecuencia ningun polo se encuentra situado
sobre el eje de la recta real. Por consiguiente, el procedimiento standard consiste en integral la
funcidn compleja (z) sobre una curva cerrada que consiste de un segmento de recta (—p, p) Yy
el semicirculo desde p hasta - p en la parte superior del plano. Si p es suficientemente grande el
arco encierra todos los polos en la parte superior media del plano, y como consecuencia la

integral correspondiente es igual a 2mi multiplicado por la suma de los residuos en la parte
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superior media del plano. Cuando p — oo las estimaciones muestran que la integral sobre el

semicirculo tiende a cero y por lo tanto obtenemos:

f e dx = 2mi Z Res[£(2)]

v >0

De la misma manera, Watson, G. N. (2012). Plantea que si las funciones §(x), y ¢(x) son
polinomios en x tal que ¢ (x) no tiene factor real lineal y el grado de §(x) es menor que el

grado de ¢ (x) con un margen de por lo menos dos, entonces

® §(x) B , 8(x)
f_oo(p(x) dx = 2mi Z Res L”(x)
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2.3. Marco Conceptual

Creswell, J. Martens, M. (2014). Citado por Moreno E. (2017). Aborda el marco conceptual como
la estructura de disefiar el constructo conforme a los procedimientos establecidos por el protocolo
de la universidad, centro de investigaciones o el propio investigador. EI marco conceptual
establece relaciones epistemoldgicas, metodoldgicas y ontoldgicas sobre determinada disciplina
del conocimiento. Definir marco conceptual requiere la capacidad de identificacion, descripcion,

distincion y evaluacion a fin de establecer la categoria requerida en la investigacion.

El marco conceptual “estd compuesto de referencias a sucesos y situaciones pertinentes, a
resultados de investigacion; incluye, por lo tanto, un marco de antecedentes, definiciones,

supuestos, etc.” (Ortiz, 2011.p.4)

Desde las perspectivas de Creswell, J. Martens, M. (2018) y Ortiz, (2011) procederemos a
presentar un glosario con los conceptos que serviran de columnas para el sustento de esta
investigacion:

2.3.1. Teorema Fundamental del Calculo
Sea f continuo (por lo tanto, integrable) en [s, t] y sea F una antiderivada de f (ejemplo, F'(x) =
f(x) ) entonces: fst f(x) dx = F(t) — F(s) (Clark, 2003).

2.3.2. Integracion

Es una forma de agregar segmentos rectangulares para encontrar el area bajo la curva de una

funcion.
2.3.3. Contorno

Es un arco que consiste de un namero finito de arcos suave unido de extremo a extremo.
2.3.4. Funcion meromorfa

Se dice que una funcion es meromorfa en un dominio G si es completamente analiticaen G

exceptuando los polos. (Brown & Churchill, 2014)
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2.3.5. Funcion Analitica
A una funcién f(z) se le llama analiticaen z = 9 si se puede representar por una serie de
potencia:f(z) = Yo =ocn(z — 9)™ (Clark, 2003)
2.3.6. Numeros Complejo
Un ndmero de la forma s + ti, donde sy t son nimeros reales. (Clapham & Nicholson, 2009)
2.3.7. Residuo

Es un nimero complejo de la forma a + bi proporcional a la integral de contorno de una funcion
meromdrfica a lo largo de un camino que encierra una de sus singularidades. Lars V. Ahlfors.
(1979)

2.3.8. Polo
Un numero complejo z, es un polo de una funcion f(z) si f(z) es analiticaen 0 < |z — z,]| <
g, paraalgin € > 0y que no sea analitica en el punto z,, pero (z — z,)"f(z) es analitica en

Zy, para algin n entero positivo. (Clark, 2003)
2.3.9. Polo Simple

Es un polo de orden uno de una funcidn analitica. Bernstein, C. A., & Gay, R. (2012)
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CAPITULO Il
DISENO METODOLOGICO



Generalidades:

Carpenter, C. M., & Suto, M. (2008). Sefialan que sin marcos metodoldgicos el rigor y el valor de
los procedimientos a seguir en la investigacion cualitativa pueden debilitarse; por consiguiente, no

lograrse los objetivos de manera valida y con exactitud.

El presente trabajo investigativo seré disefiado bajo el planteamiento metodolégico del enfoque
cualitativo, puesto que las caracteristicas y necesidades de nuestra investigacion se adaptan a los

parametros de este enfoque.
3.1. Tipo de Investigacion

Partiendo de la perspectiva de Sampieri, Batista, & Fernandez, (2014) podemos clasificar la

investigacion en dos grupos: descriptivas y exploratoria.

La investigacion descriptiva proporciona una descripcion precisa de las caracteristicas de un
individuo, situacion o grupo en particular. Las investigaciones descriptivas son un medio para
descubrir un nuevo significado, describir lo que existe, determinar la frecuencia con la que ocurre

algo y clasificar la informacion.

En tal sentido, podemos establecer que la investigacion que llevamos a cabo es de tipo descriptivo,
puesto que la misma busca detallar mediante la demostracion los procesos que emplearemos para
evaluar la integral definida de Gauss mediante la utilizacion de integracion de contorno y el

teorema del residuo.

Sin embargo, podemos sefialar que la investigacion conserva ciertos aspectos de la investigacion

exploratoria dada los elementos novedosos que presenta la misma.
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3.2. Disefio de la Investigacion

El disefio de la investigacién es el marco de los métodos y técnicas de investigacion elegidos por
un investigador. En tal sentido, Sampieri, Batista, & Fernandez, (2014) enfatizan que el disefio
permite a los investigadores perfeccionar los métodos de investigacion que se adecuen al tema 'y

permitan establecer sus estudios para el éxito.

Considerando que el tema de investigacion es descriptiva dada la sustentacion tedrica,
procederemos a dar a conocer de forma detallada los métodos que nos permitiran evaluar la integral

definida Gaussiana.
Este estudio utilizara las metodologias de integracion de contorno y del teorema del residuo.

La aplicacion de la metodologia del teorema del residuo nos permitira determinar la solucion

analitica de la integral definida Gaussiana mediante

1. Una funcion meromorfa compleja
2. Unpolo

3. Un residuo

4. Un contorno rectangular.

En ese mismo orden, la aplicacion de la metodologia de integracion de contorno nos permitira:

1. Parametrizar cada arco del rectangulo
2. Evaluar la integral de cada arco parametrizado.

3. Demostrar que la sumatoria de la integracion de cada curva es equivalente a la raiz

cuadrada de dos pi (vV2r).
4. Demostrar que la integracion de la funcion meromorfa es equivalente a la integral

definida gaussiana.

Especificamente el disefio de esta investigacion consiste en seguir los pasos relativos a las
demostraciones del teorema del residuo e integracion de contorno descritos en el marco tedrico

presentado anteriormente.

Si todo lo anterior se materializa, concluiremos la evaluacion de la integral Gaussiana

confirmando que la solucidn analitica es igual a la raiz cuadrada de dos pis (V2 ).
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CAPITULO IV

EVALUACION DE LA INTEGRAL
DEFINIDA DE GAUSS



4.1. Evaluacion Mediante el Teorema del Residuo

(e} _tZ
Evaluar la integral Gaussianaf ez dt

t2

Para evaluar la integral definida de la funcién e 2 y determinar su solucion analitica utilizando

el teorema del residuo debemos plantear una funcién meromorfa y(z) = "’( ) equwalente a

t2

e 2 que nos permita evaluar la integral dentro del contorno Q; por consiguiente, planteamos la

funcion ¥ (z) y el contorno Q

—z2 —t2 —22
e 2 /—
l/)(Z) = 1+e—§z'd0nde E T[e4 = fool+ =&t dt = é Q1+e _fz dZ
F 3
—R+I.5.|'E C R+ i"n'lE
s =
DY 0 * B
-R A i R

Figura 1, contorno Omega.
Dado que hemos determinado la funcién y el contorno, procederemos a determinar un polo, es

decir, una singularidad en omega  :

—z2

-z° 14
2
jée—_ dz = 2mi ZRQSWJ(Z):ZSI
S=1

ol +e7%7
1+e%=0 = e%? = -1 = %% =¢"
. i i
lne"sz = [ne'™ — —fZ = i zZ = —_E zZ = T
—\2me'4

Después, procedemos a la busqueda de un residuo mediante la formula Res = ‘p( ) dado que la

funcion es de orden uno, después; sustituiremos los valores de ¢ y z en la funC|on.
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Res =
_Ee_fz
2
in [
- it - i m
—\/2Te 4 —2me 2 e 2
e 2 e 2 e 4
ReS = ' = - = - =

LT
i —(JEe%)( in m) —\2me® (eim) —\2me 4
_ (mez) ¢ VR

—im

e 4 1 _ 1 _ —i
VIR ymer VD Vom

Res =

Res = —

V2m

Ya que se ha determinado el residuo, procedemos a la aplicacion del teorema del residuo para

determinar la solucién analitica.

_z2

e 2
jg 1T o & dz = 2mi ZResllp(z) Z|

—z2

jg e 2 p i ( —i )
———dz =27 |—

—z2

e 2 2T 2V 2T
jé__ dz = ( ) _ _ V7
ol + e~¢7 21 21

_z2

e 2
f—dz = V21
ol + e7%

Podemos observar que la solucion analitica de la integral de contorno es exactamente el resultado

oo —t?
de la integral definida f_w e 2z dt = v2m loque nos demuestra que es posible evaluar la integral

Gaussiana aplicando el teorema del residuo en la region Q.

Después de haber determinado la solucion analitica nos enfocaremos en integrar y demostrar la

equivalencia de ambas funciones mediante integracion de contorno.
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4.2. Demostracion Mediante Integracion de Contorno

Dado que hemos evaluado la integral gaussiana mediante el teorema del residuo utilizando una
funcion; ahora nos corresponde establecer mediante la demostracion la equivalencia de la integral
de la funcién meromorfa que planteamos para poder aplicar el teorema del residuo y de la integral
de la funcion Gaussiana; esta demostracion la llevaremos a cabo mediante integracion de contorno
alrededor del contorno rectangular (cuyos lados seran parametrizados) que presentaremos a

continuacion:

-~
-R +l.f'..-'E C R+ i-..-'%
e =
DY 0 !
_R A L J R

Figura 1, contorno Omega.
Mediante la aplicacién de integracion de contorno quedara demostrada y evaluada la integral

Gaussiana.

Supongamos que ¥ (z) — 0 uniformemente a lo largo de las curvas B y D en el dominio Q a

medidas que R — oo, entonces; de converger la integral obtendremos

. —o 14
] Y(t) dt + j Y(t + ivr) dt = 2mi ZReslz/)(z),zsl
—® s=1

oo

Donde la suma se lleva a cabo sobre los polos de ¥ (z) con las partes imaginarias entre cero y v/

lo que seria igual a

co (o] p
j Y(t) dt — j l,b(t + L\/E) dt = 2mi Z Res|y(z), zs|
—o0 —0 S—1

w p
j Y(t) — l,b(t + L\/E) dt = 2mi ZResIlp(z),zsl
- S=1
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Por lo tanto, se espera demostrar que la integral definida de la funcion ¥ (z) — lp(z + ix/E) es

—t2

igual a la integral definida de la funcién ez~

Demostracion

—t2 _ 52
© e 2 e%
ya sabemos que la solucion analitica def —dt = § ——dz=V2n
ol + et ol + e7é

e 2 i
ahora nos corresponde demostrar que jg 1+ otz dz = f ez2 dt = V2n
Q e —00

_z2 —t2

ez R o2
jggl T er 2= f_Rm dt + fB‘/’(Z)dZ +fC‘/J(Z)dZ+fDl/J(Z)dZ =2n

Primero: parametrizaremos la curva A a lo largo del eje t

jll)(z) dz sea z(t)=t dz=dt
A
_tZ _tZ
. . R e 2 Il « T
El limite de j_Rm dt cuando R = o esigual a f_mm dt (1)

Asi queda demostrada la equivalencia de ambas integrales.

Segundo: procedemos a la Integracién de la curva C sobre la region (ver anexo 1)

B
Y(z)dz =f W(z(t))z'(t) dt

Cc
Parametrizando esta mediante la férmula de un segmento de recta
z(t) = z,(1—-t)+ z;t, 0 <t <1
z)= (R+ivr)(1—0) + (—R+ ivn)t
z(t) = R— Rt + iNm — ivJm — Rt + i/mt
z(t) = R—2Rt+ ivw zt)=R(1-2t)+ivr = dz= —2Rdt

Después, hacemos la sustitucion de los datos obtenidos:
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—(R 2Rt+l\/_)

,f1+efde:>J. (R PRIV — 2R dt
2z

Luego, hacemos un cambio de variable que nos permita transformar los limites de integracion en

término de R:

sea u= R—2Rt = du= —2Rdt

Cuandot=0 = u=R

Cuandot=1 = u=-R
—(u+ivm)® —(u +ivm)’
jR (u+lr)d“’ = f ~lur i) W
1+ e 2 1+ e § 2
A medida que R = oo obtendremos:
—(u+ V)
e 2 . _ _
_f_m (u”ﬁ)du si u=t y du=dt =
+e ¥z
—(t+ivm)*
o ef
_Lo Tt )
1+e 2z

(00} (00} p
sabiendo que f Y(t) dt — f l/J(t + i\/E) dt = 2mi z Res|y(z), zs|
—00 —00 S—1

Podemos inferir que la suma de la integral de las curvas 1 y 2 quedaria expresada como:

—t2 —(t+l\/_)
Tt g T_e = 21 ) R
]_001 g t — ]_oo _f(Hh/_) dt = 2mi Z es|yY(z), zg|
1+e
_¢2 —(t + iv)®
© e 2 e 2 ]
f_wl - - (Hm = 2mi ZResllp(z),zSI
1+e¢ s=1

supongamos que Nt = & — \/m;entonces, la integral quedaria expresada como
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i ~(t+¢-va)’ P
® e 2 e 2
f t = 2mi ZResIt/)(z),ZSI
-® s=1

ahora supongamos que W =t — Jn = dw =dt

—t? —-w+$)? p
® ez e 2 ]
J;ool ot 11 o twr D dw = 2mi ZResllp(z),zsl
s=1
—t? —w+§)?
e 2

siw =t la funcion Y(t) — Yp(w+ &) = T F o0& 11 ofwiD =

-2 —(t+§)?
e 2
Y@) — Y+ §) = 1+ e & 1+ etC+d
-t —(e2+266+ 87)
e 2
YO - Y+ D= T T
-2 —(t2+2t&+ £2)

1) o) e 2 e 5
| vo-werpa= [ - et =

_tZ _tZ _EZ
© o2 e 2 e e 2
— — > dt =

wl + e %t 1 4 e$t-¢
_52
©  —t2 1 e Be 2

2 —
]_we 1+ e¥t 14 e§t-¢? dt

i in
Sabemos que & = V2me* es equivalente a £ = 2me2 = 2mi ; entonces, podemos

sustituir este valor en la funcion quedando este expresado como:

-2l

p
oo __tZ 1 e_tfe 2
j e 2 dt = 2mi ZReslz/)(z),zSI
- S=1

1+ et 14 e-§t-2m

0 _42 1 e—tfe—ni p
f_we 2 (1 T E 1% e—ft—zm) dt = 2mi ZRQSll/)(Z),ZSl
s=1

0 _42 1 e—tfe—ni p
f_we i (1 +e ¥t 1+ e‘ft—zni) a

2mi Z Res|(z), |

S=1
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1+ et 14 efte2m

14
© 2 (14 ™8
J;ooe 2 m dt = 2mi SZIResllp(z),zsl

p
0 _y2
f e T dt = 2mi z Res|(z), |
—® s=1

® 2/ ] et (1) > -
e 2 ( dt = 2mi Res|y(2), zs|

Ahora procedemos a evaluar utilizando el residuo _Tl

V21
[ Famm ()
e 2 dt=2mi |—
—oo 2T

® 2 2T 2V 21
e 2 dt = ( ) = = 27
—[—oo V2T[ 2m

(o) _t2
f e2 dt= V2m

A partir de este resultado queda demostrado mediante integracion de contorno y el teorema del

residuo la solucion analitica de la integral definida Gauss. Del mismo modo, queda demostrado:
_¢2

Primero: que la funcion ¥ (z) — l/)(z + l\/E) es igual a la funcion e 2 .

_¢2
Segundo: gue la solucidn analitica de la integral con limites finitos de e 2 esigual a v2m .

Por lo tanto, queda demostrado que es posible llevar a cabo la evaluacion de la integral Gaussiana

mediante una funcion meromorfa aplicando integracion de contorno y el teorema del residuo.
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CONCLUSION

En esta tesis se determind que es posible utilizar integracion de contorno y el teorema del residuo
para la evaluacion de la integral definida Gaussiana. Esta aseveracion estaria cimentada
precisamente en la revision minuciosa que se ha realizado sobre los antecedentes de la
investigacion relacionada a la evaluacion de la integral impropia de la funcion Gaussiana, el

analisis y las demostraciones de la solucién analitica.

En cuanto al andlisis de la integral definida de Gauss se determind que es preciso establecer una
funcion meromorfa, un polo, y un residuo para comprobar la solucion analitica de la misma
mediante el teorema del residuo. Es decir, de no llevarse a cabo las condiciones citadas en la

oracion anterior, no seria posible utilizar el teorema del residuo.

Con respecto a la integracion de contorno, en esta tesis se demostrd que es posible determinar la
solucién analitica de la integral definida gaussiana en un contorno rectangular mediante una
funcidén equivalente a

—t2
e 2
En lo que se refiere al analisis de la integral de Gauss mediante integracion de contorno, en este

trabajo se determind que es necesario llevar a cabo la integracion de cuatros curvas que forman

parte del rectangulo cuyas sumatorias equivalen a la raiz cuadrada de dos pi V2.

El resultado obtenido utilizando integracion de contorno y el teorema del residuo mediante una

funcion es lo que se esperaba demostrar.

Este trabajo de investigacidn constituye un aporte tedrico a la teoria de la integral de Gauss con
limites finitos. De igual forma, podemos afirmar que no es necesario tener conocimientos
profundos para determinar la solucién analitica de la integral definida gaussiana utilizando

integracion de contorno y el teorema del residuo.
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RECOMENDACIONES

Se invita al lector de este trabajo de investigacion dar continuidad al estudio de la integral definida
de Gauss mediante las funciones meromorfas con caracteristicas similares a la funcion planteada
en esta investigacion para que se determinen nuevos caminos que conduzcan a nuevas formas del

conocimiento.
De igual manera, se invita al lector a:

e Examinar la efectividad de los métodos que se utilizan para evaluar la integral definida de
Gauss.

e Explorar nuevas alternativas que ayuden a mejorar y definir el ambito de conocimiento
relacionado a la integral impropia de la funcion Gaussiana.

e Llevar a cabo mas evaluaciones de la integral Gaussiana mediante otros contornos que

contribuyan al anélisis de esta integral de manera mas sencilla.

Se espera que los elementos que contribuyen al analisis de esta integral no queden plasmados en
este trabajo, sino mas bien esperamos que su aplicacion se lleve a cabo en las aulas y en todos los

ambitos que esta integral se manifieste.
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ANEXO I

e Numeros Complejos
A todos tipos de numeros de la forma z = m + in, donde m y n son numero reales e i es
la unidad imaginaria se le denomina nimeros complejos

e Funcién Compleja
A los subconjuntos denominado dominio y rango del conjunto ¢ de numeros complejos

z = m + in de una funcién W se le llama funcién compleja.

e Plano Complejo z

L
"

e Formulade Euler
e = cos @ +icos 0
e Evaluacién de una integral de Contorno
Si W es continua sobre una curva suave I' dada por la parametrizacion de W(t) = x(t) +

iy(t), a <t < pB,entonces

B
Y(z)dz =J Y(z(t))z'(t) dt

r
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Contorno

Direccion Positiva

Segmento de Recta
Una parametrizacion del segmento de recta de
p(t) = po(l—1)+ py7, 0 <7 <1
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