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RESUMEN

En la presente investigacion se determinan las soluciones analiticas de
circuitos electricos tales como son los del tipo RL, RC y RLC
especificamente, tanto en su forma simple como también en corriente
continua, mediante la aplicacion de ecuaciones diferenciales y se
presentan de forma gréfica los diferentes tipos circuito eléctricos segun
sean los elementos que los caracterizan para una mejor comprensién de
los mismos. Se debe sefialar la importancia de las leyes tantos de
Kirchhoff como la ohm las cuales facilitan -el planteamiento de las
ecuaciones diferenciales para asi poder luego identificar el tipo de
ecuacion que se debe utilizar. El método de las ecuaciones diferenciales,
se resalta entre los diversos tratamientos matematicos los cuales son
utilizados para resolver circuitos eléctricos, tanto por su elegancia
demostrativa, asi como también por su capacidad de brindar una
respuesta general, o sea, desde el momento de energizar el circuito
electrico hasta la interrupcién del mismo. Resolviendo completamente
todo el fenébmeno que sucede en un circuito eléctrico. Con este trabajo se
pretende un mejor entendimiento de las aplicaciones de las ecuaciones
diferenciales y una eficaz identificacion del tipo de ecuacién necesaria
para la solucién del problema planteado.
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Introduccion

Planteamiento del problema

El propésito cientifico que est4 a la base de esta investigacion es:

Identificar los tipos de ecuaciones diferenciales que se usan en la
resolucion de circuitos eléctricos

La presente investigacion tiene como objeto de estudio las ecuaciones

diferenciales en general, identificando y aplicando aquellas en el campo
de accion de la resolucién de circuitos eléctricos.

Especificamente la hipbtesis de la investigacion consiste en que con la
estrategia propuesta en la presente investigacion se obtiene una vision
general de los tipo de ecuaciones utilizadas en la resolucion de circuitos
eléctricos, que contribuye a identificar y aplicar las ecuaciones
diferenciales que se utilizan en la resolucion de los circuitos electricos.

Objetivo general

Proponer estrategias para la identificacion y la aplicacion de las
ecuaciones diferenciales para la resolucion de circuitos eléctricos.

Objetivos especificos

1) Identificar los tipos de ecuaciones diferenciales que se usan en la
resolucion de circuitos eléctricos.

2) Establecer los circuitos eléctricos que se resuelven mediantes
ecuaciones diferenciales.

3) Aplicar las ecuaciones diferenciales en la resolucion de circuitos
eléctricos.
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Justificacién de la Investigacién.

Esta propuesta busca analizar las diversas estrategias con que varios
autores utilizan los diferentes tipos de ecuaciones diferenciales en la
resolucion de circuitos eléctricos.

Las ecuaciones diferenciales son una herramienta muy importante en
diversas areas profesionales como es el caso de muchas de las
ingenierlas. En esta investigacién se tratara de analizar las aplicaciones
de las ecuaciones diferenciales en el campo de la ingenierfa eléctrica y
electronica. Siendo el foco principal el caso de los circuitos eléctricos,
buscando asl verificar la aplicacién de las ecuaciones diferenciales en la
resolucién de los circuitos eléctricos y comprobar la rigurosidad con la que
se resuelven. Con la presente propuesta se tratara de identificar si los
circuitos eléctricos son resueltos con las debidas ecuaciones diferenciales
que se necesitan para dar el mejor de los resultados.

Este método analitico es muy importante para dar una respuesta total al
resolver los diferentes tipos de circuitos eléctricos. Las ecuaciones
diferenciales se destacan entre otros métodos matematicos que utilizan
para resolver circuitos eléctricos, tanto por su elegancia demostrativa, asi
como también por su capacidad de ofrecer una solucién general a |la hora
de resolver un circuito eléctrico, es decir, que se toma en cuenta desde el
momento que es energizado el circuito hasta que este es desconectado.
Resolviendo completamente todo el fenémeno que sucede en un circuito.

Este trabajo fue tratado por Marco Antonio Romay Ossio, publicado en
una revista tecnolégica, en el cual aplicando algunos tipos de ecuaciones
diferenciales trata la resolucion de circuitos eléctricos en corrientes
alternas. (Romay Ossio, M.A., 2006)

Cabe sefialar que hay varios libros que tratan la resolucién de circuitos

eléctricos aplicando las ecuaciones diferenciales. (willian h. Hayt.Jr y
Kemerly J. E., 1993).
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Marco tedrico
Las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en la resolucion de los

circuitos eléctricos ya han sido tratadas anteriormente por otros autores
los cuales han tenido un enfoque segun la necesidad y criterio de cada
uno de ellos. Se puede citar el caso de la (revista tecnolégica del 2006)
aplicando las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales en la resolucion
de circuitos eléctricos en corrientes alterna RL y RC con excitacién y sin
excitacion, en el cual observan el comportamiento de la corriente eléctrica
y la del voltaje ya sea en la resistencia, el capacitor y el bobina, en el
instante que el circuito es conectado y luego desconectado de una fuente
de voltaje. También es el caso de libros de texto de circuitos eléctricos, en
estos se amplia mucho mas el uso de las ecuaciones diferenciales,
tratando todos los elementos del circuito eléctrico y cédmo se comporta
cada uno de estos ya sea, conectados o desconectados a una fuente de
voltaje.

Marco conceptual
Para una buena comprensién del tema a ser desarrollado en este trabajo,

el estudiante debe de tener el dominio de algunos conceptos ya aprendido
y bien sabido previamente.

Se puede sefalar que hay que saber logaritmos y sus propiedades,
analisis matematico (derivar e integral), ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales, elementos de un circuito eléctrico, resistencia,
capacitor, bobina y la combinacion de estos (circuitos RL, RC, RLC) y las
variables a ser calculadas con la aplicacion de las ecuaciones

diferenciales como son: comriente, voltaje y potencia.
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Aspectos metodolégicos
Esta propuesta a ser desarrollada sera de caracter metodol6gico

deductivo, anadlisis y sintesis, ya que tratara de profundizar en la
aplicacion de las ecuaciones diferenciales no desde el punto de vista de |la
ingenieria tnicamente, sino desde el punto de vista matematico.
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CAPITULO |l. MARCO HISTORICO - CULTURAL Y
CONCEPTUALIZACION DE LAS ECUACIONES

DIFERENCIALES

En este primer capitulo se analizaran las ecuaciones diferenciales,
haciendo un analisis cronol6gico de su historia, observando asl los
personajes que tuvieron una gran influencia en el desarrollo de la misma.

Ademas se ftrataran los conceptos elementales que intervienen en el
desarrollo de las ecuaciones diferenciales como también algunos

conceptos de logaritmos, derivadas e integrales que se necesitan para
poder trabajar con las ecuaciones diferenciales.

1.1 Descripcién histérica de las ecuaciones diferenciales

Los primeros pasos para tratar de resolver problemas fisicos de la
naturaleza mediante el uso del célculo diferencial datan de finales del

siglo XVII, llegando a crear gradualmente una nueva e importante rama
de las matematicas, a saber, las ecuaciones diferenciales. Desde un

punto de vista y segun la naturaleza de los logaritmos desarrollados por
John Napier (1550 — 1617) se podria considerar la primera idea sobre

ecuaciones diferencial hacia finales del siglo XVI y principios del siglo
XVII. Vistas las tablas numéricas de los logaritmos confeccionadas por el
mismo, si se usa el simbolismo moderno del calculo infinitesimal, y se
hace una comparacién con los resultados una ecuacién diferencial. Esta
se podria considerar como la resolucién numérica de una ecuacion

diferencial.

Néapoles, J. Explica que se ha repetido muchas veces, el libro de la
Naturaleza, que segln Galileo Galilei (1564 — 1642) esta escrito en
lenguaje mateméatico y para poder explicar un fenbmeno es muy
necesario saber leer sus caracteres tales como: puntos, lineas,... Esto
quiere decir que, mas que asignar el movimiento de los objetos "graves”
los que se dirigen hacia el centro de la Tierra una causa, lo mas
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apropiado es descubrir la regla que lo regula. Por ello, Galileo, al enunciar
su propia solucion al problema de la caida libre, éste lo hace con una
aceleracién constante. Galileo estudio el comportamiento del movimiento
del proyectil en dos dimensiones; una componente horizontal y uniforme,
y una componente verticalmente, pero acelerada, demostrando asl que la
trayectoria del proyectil, y despreciando la resistencia del aire (asumiendo
que el proyectil esta en el vaclo), La trayectoria del proyectil es
parabdlica. Estudio el problema del espacio recorrido por un cuerpo en
caida libre y se puede considerar que utilizo para su resolucion
ecuaciones diferenciales. (Napoles, J. 1999)

Pero con Newton, el problema se resuelve al suponer la existencia de una
relacion lineal entre la aceleracién en cada punto de la trayectoria y una
fuerza que en cada punto actua sobre el cuerpo. Ya conocida la expresion
de la fuerza actuante y las condiciones iniciales, se hace sencilla
calcularse la trayectoria y, para sistemas que tengan sentido fisico, esto
significa que, dado un estado del sistema, los estados futuros quedan
determinados de forma precisa: éste es el sentido del determinismo que
Laplace creyé que la Mecanica de su tiempo habia puesto al descubierto.
La ciencia, se decla, ensefiaba que el mundo funcionaba como un
mecanismo de relojeria. Laplace asegura que de Pierre Fermat (1601 —
1665) es el verdadero inventor del calculo diferencial.

Haciendo una comparacién entre el calculo infinitesimal y las ecuaciones
diferenciales, estas dos surgen de forma simultanea. En el afio 1638
aparece el problema de la tractiz, establecido por Rene Descartes (1596
— 1650) quien se lo propone a Fermat, dicho problema planteado por
Descartes realmente es un problema de tangente a una curva, (Fermat no
pudo resolverlo pues no conocia el célculo infinitesimal), y fue resuelto en
1674 por Leibniz y luego en el 1690 por Jakob Bernoulli, cuando ya se
conoclan los trabajos de Newton y Leibniz.
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Bell E. T asegura que las ecuaciones diferenciales comienzan

simultaneamente con dos grandes matematicos emblematicos de la
época Isaac newton y Gottfried Wilhelm Leibniz. Dice Leibniz
“Considerando la matematicas desde el comienzo del mundo hasta la
época de Newton, lo que él ha hecho es, con mucho, la mitad mejor”. Muy
pronto los cientificos se han de dar cuenta que las ecuaciones
diferenciales son la expresién matematica de las leyes de la naturaleza.

(Bell, E. T, 1985)

Existe el dato que demuestra que el Calculus aparecié escrito, por
primera vez, en unas notas de seis péaginas escritas por Leibniz, en el
Acta Eruditorium de 1684, dicho escrito contenia una definicion de la
diferencial y donde se explican reglas sencillas para su calculo en sumas,
productos, cocientes, potencias y raices. Leibniz incluy6 también algunas

aplicaciones a problemas de tangentes y puntos criticos. Pero para mal
suerte de Leibniz, este corto informe tenia varios errores, lo que

contribuyé a que resultara enigmatico a los matematicos de la época.
Newton basandose en el método de fluxiones fue publicada primero, de
forma inapropiada, como lemas en su Principia de 1687. En el citado
documento se encuentran algunas propiedades de limites y direcciones
para encontrar "momentos” infinitesimales pequefios de productos,

potencias y ralces.
En el afio 1642 muere Galileo y nace Isaac Newton. Newton motivado por

el estudio del movimiento del punto y de los sélidos rigidos, en el afio

1665 expresa sus primeros descubrimientos tales como: funciones en
series de potencias, y comienza a pensar sobre velocidad, o fluxion de

magnitudes que cambian de forma continuas; areas, longitudes,
distancias entre otras. Asociando de manera conjunta los problemas de

series infinitas y la velocidad de cambio.
En el 1711 Newton publica “De analysi per aequationes numeros

terminourum  infinitas”, aqul se encuentra la primera exposicion
sistematica del célculo, donde se plantea un método sistematico de
diferenciacién, (cabe resaltar que no se distingue mucho del publicado
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por Barrow en 1670). En 1724 publicé “Methodus fiuxionum et serierum
infinitorum®, el cual ya estaba escrito en el1671, en que ya aparecen
ecuaciones diferenciales. En 1676 escribié “De quadratura curvarum’
_donde eludia las cantidades infinitamente pequefias sustituyéndolas por
las llamadas razones primeras y Gitimas”®, no obstante siendo su primera
obra impresa: “Philosophiae naturalis principia mathematica” fue en 1687
siendo el trabajo cientifico mas admirado de todos los tiempos, donde se
asegura completamente del papel de las ecuaciones diferenciales.
Escnibi6, en la segunda ley de los principios, la ecuacién de la caida de
una piedra bajo los efectos de la gravedad en diferentes medios: aire,
agua, aceite...... mv' = mg — kv donde m, g, y k son las constantes;
numeros reales mayores que cero, con estos elementos se obtiene una
ecuacion diferencial en la cual se desea determinar v = v(t). El
inconveniente que presenta esta ecuacién diferencial es el no poder
determinar apropiadamente el estado sino que solo se consigue |a
evolucién del sistema. Para conocer el estado se debe imponer una

condicién inicial.

Los acontecimientos culturales fueron colosales. La naturaleza es regida
por las leyes generales. Esto es la base conceptual de la filosé6fica de
Kant, al observar que la naturaleza obedece a ciertas leyes y la
determinacién de la ciencia esto ha llevamos a conocer el pasado y el
futuro. Dicho concepto de que las leyes fisicas son ecuaciones
diferenciales es el Gnico concepto de Newton.

Newton es quien propone la primera clasificacion de las ecuaciones de
primer orden (en lenguaje de la época ecuaciones fluxiales) fue propuesta
por Newton. En el primer caso estaba compuesto por las ecuaciones en
las cuales hay dos fluxiones x’, ¥’ y un fluente x o y estéan relacionados,

como es el caso:

§=f(x) o X=1ly)

R
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Escrito hoy dia de la forma:
dy _ Y _ ol
=1k o - =1(y)

El segundo caso abarcaba las ecuaciones que involucran dos fluxiones y
dos fluentes

L) Sesfe

Finalmente, el tercer caso el cual trata de ecuaciones donde aparecen
mas de dos fluxiones, las cuales hoy dia conllevan a las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. En la Teoria de Fluxiones, Newton
logra resolver dos problemas principales, los cuales se presentan en el
ambito de la mecanica y de las matematicas:

1. Determina la velocidad del movimiento en un intervalo de tiempo
conocido. Dicho de otra manera: determina la relacién entre las fluxiones,
dada la relacion entre los fluentes.

2. Conocida la velocidad del movimiento, determina el espacio recorrido
en un intervalo de tiempo conocido. En términos matematicos: determina
la relacion entre los fluentes, dada la relacion entre fluxiones.

Se debe precisar que el descubrimiento de Newton se adelant6 al de
Leibniz en unos diez afios, aunque Leibniz hizo sus descubrimientos de
forma paralela a los de Newton, pero a Leibniz tiene la prioridad de su
publicacién, ya que este habia publicado en la revista “Acta Eruditorum”

una exposicion del calculo en 1684.

Gottfried Wilhelm Leibniz nace cuatros afios después de Newton en el
afio 1646. Este se dedic a leer detenidamente la obra de Pascal sobre
la cicloide, alrededor del 1673 determina que la tangente a una curva
obedece a la razén entre las diferencias entre |las ordenadas y las
abscisas, cuando estas diferencias se hacen infinitamente pequefias. Hay
que tener en cuenta que se necesitaba establecer un lenguaje y una
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notacién simbdlica adecuada para poder trabajar con este nuevo
descubrimiento, y afortunadamente el seleccionado allano el
razonamiento l6gico. Empleo la notacién que conocemos hoy dia como
dx, y el signo de integral, fue el quien empleo por primera vez el término
“ecuacion diferencial® y el término “derivar” en el sentido de "deducir” esto

se encuentra (en una carta de Leibniz a Newton).

Dice Ince. “todos nuestros vagos conocimientos sobre el nacimiento y el
desarrollo de la ciencia de las ecuaciones diferenciales se resume en una
fecha importante, el 11 de noviembre de 1675, cuando por primera vez

Leibniz aserto en un papel la ecuacién”. J' ydy = % y*. (Ince, E. L. 1927).

El problema esencial resuelto por el calculo de Newton y Leibniz consistio
en determinar la dependencia entre dos variables. Si una vanable y
depende de otra x, y se conoce la tasa de variacion de y respecto de X,
debido a cambios muy pequefios de la variable x, esto fue denotado por
Leibniz como: dy = f(x) dx, entonces la determinacién de y respecto de x
se puederealizar mediante el calculo de un area, lo que es
conceptualmente mucho mas simple. La maravillosa determinacion de
establecer de forma general las operaciones de derivacion e
integracién como inversas entre si, resulta ser el nucleo fundamental de
sus descubrimientos. Al rededor siglo XVIl ya se habian resuelto muchos
problemas particulares que no se hablan podido resolver con Ia
matematica de aquellos tiempos como por ejemplo: la tractnz, la
braquistécrona, la catenaria y algunos problemas isoperimetricos, pero el
interés del trabajo de estos dos grandes matematicos reside en llegar a
generalizar este nuevo proceso matematico. Por su lado Leibniz descubre
cémo resolver las ecuaciones homogéneas de primer orden y de
ecuaciones lineales de primer orden mediante el método de separacion
de variables. En 1696 utiliza el cambio y = z'™. Leibniz manteniendo su
interés por las ecuaciones diferenciales se mantiene en constante
comunicacibn con otros matematicos, en especial con los
hermanos Bernoulli.
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Es en este periodo en donde se centra toda la atencion en la busqueda de
desarrollar meétodos particulares y concretos en la resolucion de
ecuaciones diferenciales. Los Bernoulli como Jakob, Johann y Daniel el
hijo de Johann tuvieron una gran y notable incidencia en el desarrolio de
las ecuaciones diferenciales. Cabe resaltar que la familia Bernoulli tuvo
tres grandes generaciones de ochos matematicos, de los cuales ya tres
han sido mencionado y de los mas extraordinarios entre ellos.

En el afio 1 690 es Jakob Bernoulli es quien resuelve el problema de la
isécrona (movimiento que se realiza en un tiempo de igual duracion; por
ejemplo el movimiento de la aguja del reloj) y plantea el problema de la
catenaria (dicho problema luego resuelto por el calculo implementado por
Leibniz y Newton). El problema de la braquistécrona, curva por la que el
tiempo de caida es minimo, propuesto en 1696 por Johann Bernoulli, que
es posible considerar como el origen del calculo de variaciones,
provocé discusiones entre ellos, Daniel es quien asocia su nombre a la
famosa ecuacién de Bernoulli de la mecanica de fluidos.

En el afio 1654 nace Jakob Bemnoulli, en sus inicios estudia teologla, pero
mas tarde su interés por las matematicas lo lleva a estudiar a newton y
Leibniz. Jakob se desempefié como profesor de matematicas en Ia
escuela de Basilea. Su hermano Johann Bemoulli el mas joven de todos
sus hermanos se dedica a los estudios de medicina y se doctor6 con el

tema de la contraccion de los musculos, luego mas tarde siente al igual
que su hermano Jakob la atraccion de una manera fascinante por el

calculo. En 1695 se dedica a impartir clases de matematicas y fisica en

Groningen, Holanda, y al morir su hermano, pasa a ser profesor de la
escuela en Basilea donde estuvo su hermano. Daniel Bemoulli nace en el
afio 1700. Al igual que su padre estudié medicina y se doctor6 con un

trabajo sobre los pulmones. Ademas como su padre se dedica a la
ensefianza de las matematicas en San Petersburgo. Obtuvo diez premios

de la Academia Francesa.
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A la familia Bernoulli se le acredita los principales fundamentos para la
clasificacién de las ecuaciones diferenciales. Sus primeros trabajos
estuvieron inclinados a reducir ecuaciones de primer orden a ecuaciones
de variables separadas. Leibniz haciendo una sustitucion redujo la
ecuacion homogénea mediante la expresion y=u-x, Y la lineal de primer
orden mediante y=u-v, y los hermanos Bemoulli son quienes redujeron

a lineal la ecuacion diferencial que hoy lleva su nombre. Utilizando
factores integrante Johann Bemoulli probé que la ecuacion que hoy se
denomina de Euler (pues Euler encontré la sustitucion x = e') puede
simplificarse de orden multiplicando por un factor x*

Es importante considerar las dificultades encontradas en la solucion
de ecuaciones diferenciales que en la actualidad se consideran
elementales, asi como el éxito en el desarrollo que alcanzaron. Para
finales del siglo XVII se conocian muchos de los métodos elementales de
resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, y se
dirigié la atencién hacia las ecuaciones diferenciales de orden superior y
las ecuaciones en derivadas parciales. Como un reto con los ingleses
Johann Bernoulli resolvié las trayectorias ortogonales a una familia dada,
por ejemplo Johann Bernoulli en 1694, Al utilizar el metodo de separacion
de variables para integrar una ecuacion diferencial, se dio cuenta de que

en ocasiones, como ocurre en la ecuacién diferencial, ¥ _24% se oculta la
y X

naturaleza de las soluciones, y que si se multiplicar por un factor
integrante adecuado, cuyo nombre es utilizado hoy dia como, se puede

obtener una solucién algebraica.

De forma simplificada Guzman, M, considera el siglo XVIIl como el siglo
de la integracién elemental de las ecuaciones diferenciales. Estas se
convirtieron en el instrumento basico de investigaciébn en problema de
investigaciéon en problemas de mecanica, geometria diferencial y calculo
de variaciones y se relacionaron con la teoria de funciones de variables
complejas y con las series trigonométricas. Aparecieron también algunos
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problemas fisicos, como el problema de la cuerda vibrante, formulados en
ecuaciones en derivadas parciales. (Guzman, M, 1975).

Las ecuaciones diferenciales tuvieron un auge y gran numero de
aplicaciones durante la segunda mitad del siglo XVIIl. Debido a su gran
utilidad como herramienta fundamental en las areas de las ciencias y el
conocer cientifico y sus innumerables aplicaciones las ecuaciones
diferenciales llegaron a ser una de las 4reas del saber mas importantes.
Los matematicos méas destacados del siglo XVIII contribuyeron en gran
manera al desarrollo de las ecuaciones diferenciales. Se pueden sefialar
de manera especial por su grandes aportes de sus trabajos en éste
campo a Euler (1707 - 1 783), Clairaut (1 713 - 1765), D’ Alembert (1717 -
1783), Daniel Bemoulli (1 700 - 1 782), LaGrange (1 736 -1 813) y Laplace
(1749 - 1 827). Estos grandes matematicos estudiaron los diferentes tipos
de ecuaciones diferenciales mediante integrales por cuadratura el cual era
el metodo conocido, elaborando los primeros procesos de aproximacién e
introducen los principales conceptos fundamentales tanto teérico como
soluciones simples y generales de una ecuacién diferencial. A partes de
las ecuaciones diferenciales de primer orden también se estudian las
ecuaciones de orden superior y se dan los principales pasos para las
ecuaciones en derivadas parciales.

Uno de los matematicos notables de la época Leonard Euler realiza
importantes avances en la teorla de ecuaciones diferenciales, los cuales
son utilizados en la resolucion de problemas de mecénica celeste y
balistica. Lagrange afirma que el trabajo de Euler sobre mecénica era el
mas grandioso trabajo en el que se aplica en el andlisis de la ciencia del
movimiento. Pasando hace las ecuaciones diferenciales en una disciplina
independiente, con sus dos grandes ramas, ecuaciones diferenciales
ordinarias y derivadas parciales. Los resultados fueron recopilado en la
obra magistral “Institutiones calculi integralis® en cuatro tomos, los tres
primeros entre fueron entre 1768 y 1770 y el cuarto en 1794, este matenal
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ha sido empleado desde entonces como manual de caracter obligatorio
para el estudio de matematicas.

Los cambios de variables se deben a Euler, tales como aquellos que
permiten reducir ecuaciones de orden superior en ecuaciones de primer
orden, y fue el creador el concepto de factor integrante que nos permite
integrar directamente algunas ecuaciones diferenciales ordinarias. En
1735 trabajé mediante series las ecuaciones diferenciales, ya en 1739
aportd un tratamiento general de las ecuaciones diferenciales lineales
ordinarias con coeficientes constantes determinando un nuevo tipo de
solucion, exponencial, en el 1743 proporcioné el método mas general de

la ecuacidon caracteristica, y en el 1753 resuelve la ecuacién
no homogénea.

En el 1765 D' Alembert desarrolla la teoria general de coeficientes

varniables, y en el 1776 LaGrange desarrolla el método de variacién de
parametros.

D' Alembert se dedica a estudiar la conocida "Ecuacién de Euler" y
algunos casos particulares la ecuacion de Bessel, (trabajada por F. W.
Bessel de manera mas general entre (1784 -1846)), utilizando series de

potencias, Por ejemplo, en busca de la solucién de u_ +» =0, encontré la

funcién: 2cos x. y la funcién: €+ e™ ,demostrando que ambas
funciones coinciden, (de donde nacen las primeras ideas sobre todo de y
de una manera muy clara como debe ser una funcibn exponencial

compleja).

Los matematicos del siglo XVIII se interesaron en un problema en
especial el cual fue encontrar el numero de parametros que determinan la
solucion de una ecuacion diferencial. Teniendo en cuenta que una
ecuacién diferencial ordinaria de orden n escrita de manera explicita debe
tener una solucién que depende de n parametros. Sin embargo resulto
que se encontraron algunos ejemplos de ciertas ecuaciones diferenciales
en forma implicita que asumian soluciones con un menor numero de
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parametros, aunque, admitifan también otras soluciones Illamadas
soluciones singulares. Euler demostré que el numero de parametros
necesarios n coincidla con el orden n de la ecuacién diferencial lineal.

Algunas de las contribuciones de Euler que podemos citar estan el uso de
factores integrantes, los métodos sistematicos para determinar las
soluciones de las ecuaciones lineales homogéneas y no homogéneas, y
ademas obtener soluciones particulares y generales e incluso también
soluciones singulares, compartidas claro est4 con algunos matematicos
como es el caso de Daniel Bemoulli, (que por ejemplo resolvié y" + ky =
f(x) y D' Alembert. Tanto Daniel Bernoulli como Euler se proponen
estudiar las oscilaciones de una barra cuya ecuacion diferencial de cuarto
orden obedece a: k* y =y, siendo esta la mé4s alta hasta ese momento.
Aportando esto al método de solucién conocido como series de potencias,
a las series trigonométricas, esto provoco la primera discusién
sistematica del calculo de variaciones. E| célculo numérico de resolucién
de ecuaciones diferenciales es debido a Euler. Se plantea en el método
de las isoclinas f(x, y) = cte, y para ciertos valores de y conocidos se
eligen rectas verticales con las que se calculan pendientes,
implementando con esto el método de las poligonales de Euler como una

mas simplificada del método de las isoclinas.

Tan pronto se determind la relacion existente entre los procesos de
diferenciacion e integracion. La resolucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias comenzé tan pronto como se conocidé la relacién inversa
existente entre. En aquellos tiempos surge el interés de resolver el
problema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales el cual era
un campo abierto a los pioneros matematicos. El intereses D' Alembert
era muy variado, ya que publicé tratados acerca de dinamica, musica, el
problema de los tres cuerpos, la procesion de los equinoccios, el
movimiento en medios resistentes y las perturbaciones del movimiento
lunar. La preocupacién de D' Alembert por el estudio de una cuerda

vibrante lo conduce a la ecuacién en derivadas parciales: #'', =u"", de la
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cual obtuvo en 1747 y publico, en las Memoirs de la academia de Berlin,
la solucién u = f(x + t) + g(x ~ t), donde f y g son segun él funciones
arbitrarias que pueden ser obtenidas a partir de las condiciones iniciales.
Euler planteo en 1753 para ecuacién mas general |a expresion u” 4 = a“ u’
, 1a solucion u = f(x + t) + g(x — t), siendo diferente a la interpretacién de
D' Alembert puesto que no conceblia que la solucién no fuese continua,
incluso con segunda derivadas continuas, mientras que Euler mantenla
que las funciones f y g eran totalmente arbitrarias, pudiendo ser
discontinuas.

En La mayoria de los casos no era muy sencillo resolver las ecuaciones
diferenciales por el método de cuadratura, por lo que se requeria de
sustituciones habilidosas o algoritmos especiales para poder determinar la
solucion deseada.

Se desarrollaron numerosas ecuaciones relacionadas entre si, las cuales
se podian resolver relativamente por artificios sencillos como es el caso

de la ecuaciéon de Bernoulli ya mencionada anteriormente.

En 1715 es descubierto el fenébmeno de las soluciones singulares por
Taylor. Alexis Claude Clairaut (1713 - 1765), fue un matematico que a una
edad prematura ya estudiaba los trabajos de L' Hopital, identifico la
familia y = x y' + f (y'), que por otra parte de la solucion general y = cx +
f(c) obtuvo una solucién singular, siendo esta una de las primeras de este
tipo que se encontraron. Clairaut analizo que las derivadas parciales de
segundo orden cruzadas de una funcién son iguales (hoy se conocen las
condiciones suficientes para que esto ocurra), y aplico este hecho en el
familiar criterio de reconocimiento de las ecuaciones diferenciales
exactas. Escribi6 obras de matematicas aplicadas que se hicieron muy
famosas. D' Alembert determino la solucién singular de la ecuacion

diferencial un poco mas general expresada de la forma: y = X f(y') + a(y)
la cual lleva su nombre lleva su nombre. Euler se halla paradéjico el

hecho de que las soluciones singulares se obtengan de manera contraria,
en vez de "integrando se consigan "derivando" ". Y LaGrange en 1776
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demuestra que la envolvente de un conjunto de soluciones de una

ecuacion diferencial, si es que esta realmente existe, es también una
solucion, y es sobre todo una solucién singular.

La ecuacién que D' Alembert denominé de Riccati es considerada la
ecuaciones diferenciales ordinarias mas interesantes del siglo XVIII vy fue

estudiada por varios matemaéticos muy reconocidos como es el caso de
los Bernoulli.

La imposibilidad de obtener soluciones muy claras para la ecuacién de
Riccati trajo muchos problemas, dicha ecuacién la cual se debe su
nombre a un matematico italiano Jacopo Riccati (1676 - 1754), quien
consideraba las ecuaciones de la forma f (y, vy, y") = 0, o la importante
ecuacion no lineal que lleva su nombre. Ya se habian encontrado
ecuaciones cuya solucién especificamente se puede obtener como series
de potencias, tales como: xy' = y? pero los Bernoulli ya habfan
comenzado la integracion numeérica sustituyendo derivadas por
incrementos finitos.

Para el 1724 Daniel Bernoulli se concentra en el estudio de valores de n
para los que la ecuacién de Riccati se llega a resolver con integrable por
separacién de variables. Euler fue el primero en darse cuenta que si se
conoce una solucién particular entonces, haciendo una correspondiente
sustitucion, se transforma en una ecuacion diferencial lineal, y se puede
hallar su solucién general, o que si se conocen dos soluciones
particulares entonces se puede conseguir la solucion general por medio
de una sencilla cuadratura. Liouville prueba en 1841 que existen
ecuaciones diferenciales sencillas las cuales no pueden resolverse por
integracién elemental. Gracias a la teorfa de Galois cierra por radicales

esta idea.

LaGrange (1736 - 1813) en su articulo “Recherches sur la nature et
la propagation du son” (1759) se pone de manifiesto que las soluciones
de la ecuacién diferencial deben ser continuas. Determiné que es muy
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practico y sencillo trabajar ecuaciones de la forma F (x, y. y") =0y no
siempre considerar a x como la variable independiente.

En “Nouvelles recherches sur la nature et propagation du son"
(1761) cambia la ecuacién de derivadas parciales por un par de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Implementa las técnicas llamadas de
los multiplicadores de LaGrange. Ademas se debe a LaGrange la técnica
que se conoce como de variacién de parémetros o de constantes para
encontrar una solucién particular de una ecuacién diferencial ordinaria no
homogénea de orden n, o de un sistema, conociendo la solucion general
de la homogénea asociada. Trata de encontrar una relacion funcional y =

f(x) para que una integral E g(x,y,y'Hx tome un valor méximo o minimo.

Laplace de la misma época de Lagrange, estudio la conocida ecuacion
que lleva su nombre, y que aparece repetidamente en problemas de
hidrodinamica, elastica y electromagnetismo, asi como su famosa y muy
conocida transformacién que permite resolver muchas ecuaciones
lineales. “Traité de mecanique céleste” trabajo de cinco volumenes el cual
obtuvo el titulo de Newton en Francia.

Las posturas de Lagrange y Laplace proveen de dos filosofias distintas de
las matematicas. Para Laplace la naturaleza era lo fundamental y las
Matematicas solo una simple herramienta, pero para Lagrange las
Matematicas eran un arte que justificaba por sl misma.

En Boyce se encuentra la siguiente afirmacion de N. Bowditch
“No puedo encontrar una afirmacién de Laplace “Asl, es evidente’, sin
tener la seguridad de que deberé emplear horas de trabajo intenso, para
cubrir el abismo y averiguar y demostrar lo evidente que es" Mary
Sommerville fue traductora y comentarista de esta obra, y con sus
explicaciones profundas hizo posible que fuese comprendida. (Boyce, w.
E, 1967).
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Mediante el método de las ecuaciones caracteristicas el matemaético
Monge se da a conocer, aplicando su meétodo al estudi6 de las
ecuaciones de primer y segundo orden. Mejor conocido por sus aportes a
la geometria, también hizo aportaciones a las ecuaciones diferenciales
que destacan por su vision geométrica. Introdujo transformaciones de
contacto. Con las que es posible reducir ecuaciones a otras cuya solucién
sea conocida. Analizo ecuaciones de la forma:

P(x,y,z)dx+Q(x,y,2)+R(x,y,2)dz=0

Que segun establece Euler dicha ecuacién no tienen sentido cuando no
existen un grupo de superficies que las satisfagan, pueden resolverse si
se obtienen soluciones variedades de orden inferior, (como .curvas). mas
tarde fueron generalizadas a mas dimensiones por Pfatt. Tanto ellas
como sus generalizaciones a sistemas, tienen aplicaciones en campos
como: Termodinamica o Mecanica Clasica, por lo que mas tarde
fueron estudiadas por Grassmann, Frobenius, Lie, Darboux y Cartan. El
formalismo de las ecuaciones diferenciales introducido por este ultimo
permite escribir de forma esplendida el teorema de Frobenius el cual
establece cuando un sistema general de ecuaciones de Pfaff se puede
resolver por factores integrantes.

Jacobi y Abel se enfocaron en funciones elipticas. Jacobi determina
un método, que se denomina de Hamilton-Jacobi, que permite tomar un
sistema de ecuaciones canodnicas de Hamilton y por medio de una integral
completa de una ecuacion en derivadas parciales de primer orden.
Estudié un método que extiende el de Charpit-LaGrange a dimensiones
superiores a dos, que hace comprender que el metodo anterior es una
técnica para reducir la dimension de los problemas considerados si uno
estaba preparado para encontrar cantidades conservadas en regresion
para el sistema de caracteristicas, y que especificamente esto reduce el
problema a resolver ecuaciones donde aparecen jacobianos. Ademas se
deben a Jacobi las condiciones que llevan su nombre yque debe
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satisfacer un problema de calculo de variaciones para que un sistema tan
grande sea minimo.

La participacién de Gauss en el desarrollo de las ecuaciones
diferenciales ordinarias es inferior o POCO notoria que en otras ramas de la
Matematica, y a veces indirecta. Gauss se dedica al Estudio de las
ecuaciones hipergeomeétricas, funciones elipticas, y también hizo algunos
estudios en geometria diferencial o variable compleja que incidieron un
poco e indirectamente en las ecuaciones diferenciales. Ademas estudio

electromagnetismo vy fluidos, por lo que es preciso mencionar su teorema
de la divergencia.

A mediado del siglo XIX aparecen nuevas ideas creada en parte para dar
solucion a problemas de fisica y matemaética, siendo los mas precisos
todos los relacionados con las series de Fourier, y también en
parte originados por la transformacién general que sufri6 el
analisis matematico durante este periodo que dio lugar al surgimiento de
nuevos planteamiento dentro de la teoria de ecuaciones diferenciales.

El mas notable punto de partida es el famoso trabajo sobre la difusién del
calor de J. B. Fourier (1 768 - 1 830) comenzado en 1807 y publicado en
1822, donde para obtener la solucién de la ecuacién del calor

Con diferentes condiciones de contorno. Fourier determina de forma
ordenada el método de separacion de variables, y tomando en
consideracion las ideas de D. Bernoulli llegé a la representacién de una
nueva solucién en series trigonomeétricas, llegando a la conclusién de las
que las funciones que se podian representar de esta forma era muy
amplia. 'Prueba’ la convergencia de sus series a las
correspondientes funciones periddicas, utilizando razonamientos en la
mayorla de los casos faltos de rigor, que en la actualidad, mediante la
teoria de distribuciones se puede expresar correctamente.
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Cuando todo parecia que todo estaba bien surge la critica hacia Fourier
por los entonces las tres grandes L (Lagrange, Laplace y Legendre},
sefialando a Fourier por sus lagunas y vaguedad de razonamiento, y por
lo que quizas esta sea la causa para que comenzara la época del rigor,
El trabajo de Fourier desempefi6 un papel de propulsor de la nueva
fundamentacién del Analisis, pues removié cuestiones como las
condiciones exactas de representabilidad de funciones mediante series
trigonométricas. El primer resultado riguroso en esta linea fue obtenido
por Dirichlet, en 1829, un afio antes de la muerte de Fourier.

La edad del rigor con Cauchy comienza, desde 1820 a 1870. Hacia 1810
se consideraba clara la existencia de soluciones mediante series. Cauchy
dice de forma clara y precisa que no todas las ecuaciones diferenciales
pueden ser resueltas, pues nada garantiza que la serie sea convergente,
e incluso si converge, que sea hacia la funcion deseada. Cauchy
determind, entre 1820 y 1830 en sus cursos de la Escuela Politécnica de
Paris, los conocidos métodos que permiten probar la existencia de las
soluciones del problema de valor inicial y' = f(x, y): y (%) = Yo que hoy se
conoce como problema de Cauchy, adaptando el método del poligono de
Euler sus objetivos. En un manuscrito encontrado recientemente expresa:
"la resolucién del problema de valor inicial darfa la solucién general”. Se
debe a Cauchy en 1824 la idea basica del método de las aproximaciones
sucesivas, Peano en 1890 lo trabaja y lo mejora, luego es presentado por
E. Picard (1856 -1 941) en forma mas reciente y general en 1890, y en
1894 por Lindel6f. Considera Cauchy la ecuacion integral equivalente: y(x)

=y (0)= [7 f(z,y(2)dz y la analiza por el método que hoy se conoce como
0

el de las poligonales de Euler, aunque entonces €l o desconocla.

Entre el 1839 a 1842 us6 el método de la mayorante si f(x, y) se considera
analitica, lo que es bien aplicable en el campo complejo. En la reunion
semanal de la Academia en el afio de1842, aplic6 el método de la

mayorante a las ecuaciones en derivadas parciales, lo que hoy dia se
considera la base a lo que se denomina teorema de Cauchy-Kovaleskaya.
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Extendié su teorema de existencia a ecuaciones diferenciales ordinarias,
de orden superior, y también a sistemas de ecuaciones diferenciales de
primer orden en el campo complejo. Las técnicas son también aplicables a
muchas otras ecuaciones en derivadas parciales por lo que sé debe tener
en cuenta a la matematica rusa Sofia Kovaleskaya (1850 - 1891) quien
por sus resultados para la resolucion de ecuaciones con datos en forma
normal sobre una superficie no caracteristica, y el teorema que lleva el
nombre de Cauchy - Kovaleskaya que demostro en 1874, teorema
fundamental en la que prueba la existencia de una unica soluciéon analitica
de un sistema de ecuaciones en derivada parciales expresado en forma
normal.

Kovaleskaya presenté un ejemplo, muy sorprendente en aquel entonces,
de una ecuacién la cual no cumple las hipétesis del teorema y no posee

solucién analitica alguna.

Los teoremas sobre la existencia tuvieron importancia tanto desde el
punto de vista tedrico como del practico, ya que ambos permitieron
justificar la aplicacion de tos métodos de la teoria de ecuaciones
diferenciales a la fisica. Por otro lado los metodos utilizados en las
demostraciones de estos teoremas aportaron algoritmos para conseguir
aproximaciones de la solucion con el grado de exactitud requerida, asi
como también para medir el error de la aproximacion, por lo que sirvieron
de base para |os procesos de integracién numérica que fueron realizados

durante el siglo XIX.

A Cauchy se debe la teorla sobre la propagacién de ondas Opticas
"Mémoire sur la théorie des ondes" que aparecié en 1815 precisamente
cuando la teorfa ondulatoria de la luz por obra de Young y de Fresnel
tomaba su forma definitiva, y siendo esto uno de los fundamentos de la
teorfa matematica de la elasticidad. Los trabajos de Cauchy sobre
funciones complejas son considerados importantes, ya que fue posible
hacer la relacion entre variable compleja y la teoria de ecuaciones
diferenciales, que no se manifiesta unicamente en las aplicaciones como
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la Inversion de la transformada de Laplace, sino también en los estudios
llevados a cabo por Fuchs Kummer, Riemann, Painlevé, Klein, Poincaré,

Hilbert, entre otros, sobre puntos singulares de las soluciones de las
ecuaciones diferenciales.

Aun en el afio 1869 no se habla podido resolver el problema de la
unicidad de una ecuacién diferencial. Para el afio 1854 Briot y N.
Bouquet ya hablan simplificado la demostracién de Cauchy y ademas
analizaron el caso en que f(x, y) es singular en un punto del dominio de
los complejos, comprobando que el radio de convergencia es el maximo
posible hasta que se alcanza la singularidad. El que la solucién se
considera Unica se contradice con la idea propuesta por Laplace de que
es posible un conocimiento completo y se utiliza en forma aleatoria en el
contexto de las ecuaciones diferenciales. La existencia local de
soluciones fue tratada por Peano e introdujo las inecuaciones
diferenciales comprobando que el Infimo de las supersoluciones y el
supremo de las subsoluciones son soluciones. Picard, al final de un
articulo extenso, dedico a las ecuaciones de segundo orden trabaj6 las
aproximaciones sucesivas e impuso las condiciones de Lipschitz. La
teoria de las sub y super soluciones, y de las inecuaciones, resultaron no
ser valida para sistemas. Se recurre por lo tanto a los métodos basados

en la teoria de la integral; y(x) = f f(z,y(z))dz . Vallé — Poussin relacioné

en la ecuacion diferencial la suma superior y la suma inferior. Este método
admite alguna discontinuidad de la funcién f lo que es importante en
control. Caratheodory en 1918 utilizo la integral de Lebesgue. El primero
que abordo los criterios de unicidad fue Lipschitz, Jordan los simplifico y el
método de Perrdn el 1926 unifico y mejoro todos los métodos
anteriormente sefalados.

La formulacién exacta del termino de independencia lineal de un sistema
de funciones, de mucho interés para la teorfa de ecuaciones diferenciales,
se origina a mediado del siglo XIX, en la que se consigue una condicién
para la independencia lineal en términos del determinante llamado
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wronskiano, que habia propuesto H, Wronski (1775 - 1 853) en la primera
mitad del siglo XIX.

Con la ecuacidn de Euler se observd que las soluciones son mas
iregulares que la misma ecuacién dada. A L. Fuchs (1833 - 1902) se
le debe el concepto de sistema fundamental de soluciones y ademas se
debe una idea nueva en la teorfa de ecuaciones diferenciales con
coeficientes algebraicos, que en lo adelante se transform6 en una teoria
analitica de ecuaciones diferenciales, ocupandose de las propiedades
generales de las soluciones de ecuaciones diferenciales, no del todo
lineales, en el campo complejo.

Las ecuaciones que se denominan fuchsianas son aquellas cuyas
singularidades son todas regulares, para este tipo de ecuacién la rotacion
en torno al punto singular transforma una solucién de un conjunto de
soluciones linealmente independientes en una combinacion lineal de las
mismas. En el afio 1865 Fuchs observd que en las ecuaciones no lineales
las singularidades son moéviles. En 1874 Frobenius desarrollé en serie y
demostré la convergencia en los puntos singulares regulares. De este
problema se encargaron ademas; Hilbert, Poincare, desarrollando
Painlevé entre 1900 y 1906 una teoria general.

Riemann determind la solucién general de la ecuacion hiperbélica no
lineal de segundo orden en dos variables, para la que observo que es
posible reducirla siempre a una ecuacién lineal de segundo orden, ésta
técnica se emplea en el estudio de la dinamica de gases. Ademas
Estudié soluciones discontinuas para estas ecuaciones.

Mediante el método de variables separadas se obtienen soluciones a los
problemas de contomo, que aparecen en geometria diferencial, teoria de
ecuaciones integrales y en fisica matematica (ecuaciones del calor y
ondas), dando lugar a los problemas conocidos con los nombres de J.
Sturm (1803 - 1855) y J. Liouville (1809 -1882).
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Se basa en querer resolver una ecuacién de la forma: (Py)' + Gy = 0,
considerando a P y G como funciones dependientes de x y de un
parametro A, y suponiendo conocidos en dos puntos del eje x los valores
de combinaciones lineales de y(x) y de y'(x). Los teoremas de oscilacién
de Sturm presentan un especial interés ya que permiten examinar la
oscilacion de dos soluciones comparandola con otras como las de la
ecuacion elemental y" + Ay = 0. Se caracterizan por la existencia de un
parametro A con el que, para valores particulares que se denominan
autovalores, el problema de contorno tiene soluciones no ftriviales. Los
teoremas de Sturm permiten determinar soluciones de los problemas de
Sturm - Liouville por medio de las técnicas llamadas de "tiro", en Ia
direccion de las primeras investigaciones en esta area. La funcion de
Green ha sido la herramienta mas poderosa, y el uso que hizo Freldhom
de ella a principios de siglo, demostrando que dicha funcién es analitica
en el parametro A, excepto para los autovalores donde presenta polos, lo
que permite de nuevo utilizar las potentes técnicas de variable compleja

en el tratamiento de estos problemas.

En la segunda mitad del siglo XIX se estudié los problemas de contorno
para la ecuacién de Laplace y la formulacién del principio de Dirichlet. El
avance de la teorfa de ecuaciones en derivadas parciales de orden
superior al primero se realiz6 en profunda conexion con problemas de
fisica y en particular de elasticidad. Se desarrollo el calculo de
variaciones, aparecieron casos de funciones que no llegan a satisfacer las
ecuaciones de Euler-Lagrange. El caracter central del problema de
Dirichlet ligado a la ecuacién de Laplace hizo que se trabajase
arduamente en su solucién. Para el estudio de ese problema se
desarrollaron las técnicas de la teorfa de potencial y ecuaciones
integrales. La generalizacion de los operadores diferenciales a funciones
absolutamente continuas 0 derivables en casi todo punto hizo aparecer la

nocién de solucién generalizada. Tienen su origen en el problema de
Dirichlet, que inicialmente fue invalidado por Weierstrass, e influy6

intrinsecamente en el desarrollo del analisis funcional y la topologla,
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especificamente en la consideracién de los espacios funcionales y en lo
relacionado con el tema de compacidad.

Segun Kline, M. “Una ecuacién integral es una ecuacion en la que
aparece una funcién incégnita bajo un signo integral. y el problema de
resolver dicha ecuacién consiste en determinar esa funcion. Muchos
problemas de la fisica matemaética conducen a ecuaciones integrales. Los
primeros problemas aislados tratados por este procedimiento se deben a
Laplace, con su ecuacién que recibe el nombre de transformada de
Laplace y trabajaron en ellos Poisson, Fourier, Abel Liouville, y Neumann.
Vito Volterra (1860 - 1940), que fue el fundadorde la teorla de las
ecuaciones integrales, ide6 un método pararesolver las ecuaciones
integrales del segundo tipo, y estudié las del primertipo. Erik Ivar
Fredholm (1 866 - 1 927) recogi6 las ideas de Volterra y las utilizé para
continuar resolviéndolas, y us6 la analogia entre estas ecuaciones y las
ecuaciones algebraicas lineales para establecer el teorema de Ia
alternativa que lleva su nombre”. (Kline, M. 1972).

David Hilbert (1866 - 1943) pens6é que el estudio de las
ecuaciones diferenciales tenfa interés para la teorfa de integrales
definidas, el desarrollo de funciones arbitrarias en serie, la teorla de
ecuaciones diferenciales lineales, la teorfa del potencial y el calculo de
variaciones. Por lo que establecio la teoria espectral general para nicleos
simétricos y desarroll6 el teorema del eje principal generalizado para las
figuras cuadraticas simétricas en el que aparecen las autofunciones y los
autovalores, por lo que demostré que se podia generalizar un producto
escalar entre funciones. Demostré el teorema que se conoce como de
Hilbert-Schmidt, que demuestra que una funcion puede expresarse como
un desarrollo en serie de las autofunciones. Usé un tratamiento de las
formas cuadraticas infinitas, probando que toda forma cuadratica acotada
y con continuidad completa puede transformarse mediante una
transformacién ortogonal Unica en una suma infinita de cuadrados siendo
los coeficientes los autovalores. Utilizé estas formas cuadraticas a las

ecuaciones integrales.
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Especifico sistema ortogonal completo de funciones, y determiné
la desigualdad generalizada de Bessel que es equivalente a |a
completitud. Modificé la ecuacién integral en un sistema de infinitas
ecuaciones lineales con infinitas incégnitas la cual se resuelve calculando
los coeficientes de Fourier de una funcién, por lo consiguiente, si el
sistema posee una (nica solucién, la ecuacion integral también la tiene.
Probé que la ecuacién tiene una nica solucién para cualquier funcion, si
el valor del parametro no coincide con ningun autovalor, 0 si coincide,
tiene solucién si se dan unas condiciones de ortogonalidad. Aplico estos
resultados al problema de Sturm - Liouville, que relacioné con Ia
funcién de Green. Esta funcién se utiliza para resolver problemas fisicos y
técnicos, por ejemplo en dindmica de gases, transformando ecuaciones
diferenciales en ecuaciones integrales. Seguidores de esta obra son:
Schmidt, Riesz, Fischer. Y Weyl. Riesz y Fischer confirmaron la
correspondencia biunivoca entre funciones de cuadrado integrable y las
sucesiones de cuadrado sumable de sus coeficientes de Fourier. Las

funciones son consideradas puntos de un espacio de Hilbert.

Debido al comportamiento de las soluciones en todo su dominio, lo que se
denomind la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales fue creada
de forma simult4nea por Poincaré (1854 -1912) y Liapunov (1857 - 1918)
siendo esto la méas contribucién importante en este campo del siglo XIX.
Poincaré es quien incluye la topologia al examinar las propiedades de las
trayectorias. Siendo Henri Poincaré un ingeniero de minas, hace su tesis
doctorar en ecuaciones diferenciales, sobre teoremas de existencia, lo
que contribuy6 al estudio de las funciones automorfas (observandose

te larelacién entre ecuaciones diferenciales ordinarias y la
la Sorbona trataban contenidos tan

nuevamen

variable compleja). Sus cursos en
distintos como capilaridad, elasticidad, termodinamica, Optica, electricidad,

telegrafia, astronomia, cosmogonia entre otros, abriendo nuevos

senderos del campo de |a Matematica.
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Poincaré decide averiguar e comportariento de las soluciones de una
ecuacion diferencial o de un sistema de dos ecuaciones en todos los
puntos del plano, pero sin integrar las ecuaciones, utiizando
exclusivamente las propiedades de las funciones.,

Establece punto singular de y* = f(x, y) como un punto que anula a f(x,
y). Clasifico los puntos singulares, estudiando el comportamiento de las
soluclones con respecto a estos puntos, Es a Poincaré que se deben las
técnicas geomeétricas de andlisis de un espacio de fases, donde en un
sistema auténomo bidimensional se visualizan las soluciones como
curvas paramétricas y al quitar el pardmetro se representan las
trayectorias. Estudié las ecuaciones lineales de segundo orden con
coeficientes racionales para las que consigue una sorprendente
generalizacion de las funciones elipticas. Confirmé que ciertas funciones
que se pueden ser determinadas a partir de cocientes de dos soluciones
independientes de la ecuacion lineal de segundo orden, aceptan grupos

de transformaciones analogos a los de las funciones elipticas, pero sin
embargo son un subgrupo lineal de las transformaciones de Mébius,

grupos estrechamente relacionados con los grupos cristalograficos en el
espacio de Lobatchewsky. Estudi6 también condiciones para que
las ecuaciones diferenciales tengan integrales algebraicas. Muchas de
estas técnicas fueron usadas en el estudio de los problemas de la
mecanica clasica y en particular en el problema de los tres cuerpos; el

cual consiste en determinar, en cualquier instante, las posiciones y
velocidades de tres cuerpos, de cualquier masa, sometida a su mutua

atraccion gravitacional.
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1.2. Marco conceptual

En esta parte se van a considerar los conceptos previos para el buen
desarrollo a la base de la propuesta de investigacion.

1.2.1. Logaritmo. Conceptos y Propiedades
Concepto de logaritmo

Dado un nimero w, el cual llamaremos base, un nimero x que

llamaremos exponente y un nimero y que llamaremos cantidad, se llama

logaritmo al exponente x con el cual elevamos la base w para obtener la
cantidad y deseada.

b 4

w=y — x=log y
Clases de Logaritmos

Existen dos tipos de logaritmos; los logaritmos decimales (log) cuya base
es el numero diez (10) y el logaritmo natural o neperiano (In) cuya base es
el numero irracional e. para entender mejor la diferencia observemos el
siguiente ejemplo.

a)log U=x—>10"=U
b)InU=x—¢=U

Propiedades de los logaritmos

Logaritmo de la Unidad

El logaritmo de la unidad en cualquier base diferente de cero es igual a

cero (0). a)log1=0
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Logaritmo de una Cantidad de Igual Base

El logaritmo de la cantidad de igual base es igual a la unidad (1)

a)log U=1

Logaritmos de un Producto

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos sus

factores.
a)log W-v)=log U +log,V

Logaritmo de un Cociente

El logaritmo de un cociente es igual a Ia diferencia de los logaritmos del

numerador menos el logaritmo del denominar.

a) log (-ff—} =log U -log ¥

Logaritmo de Una Potencia

El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente de la

cantidad por el logaritmo de la cantidad.

a)log U"=n-logV

1.3. Concepto de Ecuacion Diferencial

Se define como ecuacion diferencial (ED), aquella ecuacién que contiene

derivadas de una 0O varias variables respecto a una o mas variables

independientes.
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1.3.1. Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales
Las ecuaciones diferenciales se clasifican segun; tipo, orden y linealidad.

Segun el tipo: aquella ecuacién que contiene exclusivamente derivadas
de una o varias variables dependientes respecto a una unica variable
Independiente se conoce como ecuacién diferencial ordinaria (EDO). Por
ejemplo:

)dy 24V ¥ 150 LA

de? dx dt dit

-3y=e’

=5x+y

Ahora bien aquella ecuacién en donde hay involucradas derivadas
parciales de una o varias variables dependientes de dos o mas variables
independientes se conoce con el nombre de ecuacién diferencial parcial
(EDP). Ejemplos

’z a‘ o’w o*w |, ow ou Ov

Do o =" e i

Segun su orden: el orden de una ecuacion diferencial ya sea ordinaria o
parcial es el orden de la mayor derivada en la ecuacién. Ejemplo:

Primer orden — ) 2 3y=e”
d’y dy
Segundo orden — 2 —-Ex—+12y={]

Segun su linealidad: se dice que una ecuacion diferencial es lineal si F es
lineal en cada una de sus derivadas. Ejemplo:

1) F(x, Y, y'. ......... y™)

2) a, (x) Y+ ay(x)y = P(x)

3) ﬂ;(r) + a, (x)z +a,(x)y = P(x)
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1.3.2. Notacion de Las Ecuaclones Diferenciales

Hay tres formas de expresar |as ecuaciones diferenciales; a) notacién de
Leibniz 0 notacién prima, b) notacién de puntos y C) la notacion de

subindice. Ejemplos:

dy d’y d’y R R E
a) ‘Lrl‘fxzidxj Y'yly

b) »wny

C) U, =u, —SH,

1.3.3. Solucién de una Ecuacién Diferencial

Una funcién @ , definida en un intervalo I, que tiene n derivadas continuas
en |, es solucién de una ecuacion diferencial ordinaria en dicho intervalo,
si al sustituirla en la ED la reduce a la identidad.

Las soluciones de una ecuacién diferencial pueden ser explicitas o
implicitas. Una solucién es explicita cuando la variable dependiente se
expresa Unicamente en términos de la variable independiente y las
constantes, y una solucién es implicita en un intervalo |, suponiendo que
existe al menos una funcion & que satisface la relacion asi como la

ecuacion diferencial en |.

Una ecuacion diferencial en sentido general tiene un namero infinito de
soluciones o mejor dicho una familia de soluciones, en la cual dichas
soluciones dependeran del orden de la ecuacién diferencial. Cuando se le
asignan valores especificos a los parametros arbitrarios, es decir, cuando
se le dan valores numeéricos a los parametros, se consigue una solucion

particular de la ecuacion diferencial.

=X

Ejemplo: Dada la ecuacién diferencial 3y’ + y = 0 comprobar que y=p3

es solucién de la ecuacion dada.
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Determinamos a y' obteniendo:

1_!
'=_lp 3
A3

Sustituyendo los valores de y" y de y en la ecuacién diferencial

A-3e°)+(e1)=0 — g3 -g3=0

Se observa que y = 3:37 es solucién de la ecuacién diferencial dada.

1.3.4. Ecuaciones Diferenclales Ordinarias del primer Orden (EDO)

Como hablamos dicho anteriormente son aquellas ecuaciones que
contienen exclusivamente derivadas de una o varias variables
dependientes respecto a una Unica variable iIndependiente.

Forma implicita — F(x,y,y") =0

En el caso que sea posible despejar a y' se puede expresar de la forma
explicita:

y' =f(xy)
Tipos de soluciones de una EDO

Las soluciones de se pueden considerar de tres tipos.

a) Solucion general: es el caso en la que aparecen tantas constates
arbitrarias como indica el orden de Ia ecuacioén. En el caso nuestro,

al considerar que son del primer orden, dicha solucién general sera
una familia de curvas de la forma:

0= (X, y, k), siendo k una constante arbitraria.

b) Solucién particular: es aquella en donde se sustituye en la solucién

general el valor de k por un valor fijo, de acuerdo con la condicién
dada en el problema.
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¢) Solucién singular: es aquella solucion que no pertenece a la
solucién general, no se puede determinar a partir de ella asignando
valores a la constante k.
Estas soluciones pueden ser obtenidas de varias formas tales como
explicitas, implicitas o en formas paramétricas.

1.3.5. Ecuaciones ordinarias de primer orden autonomas

Es aquella ecuacién diferencial en donde la variable independiente
aparece implicitamente. Ejemplo

dy 2
ND—=5-3
) : Y

1.3.6. Ecuaciones ordinarias de primer orden no autonomas.

Es aquella ecuacién diferencial en donde la variable independiente
aparece explicitamente. Ejemplo

])ajf =7+ 3xy

g
1.3.7. Ecuaciones diferenciales ordinarias a variables separadas
Son aquellas ecuaciones que pueden ser expresadas de la forma:

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0

Se consideran las funciones M y N dependiente, en este caso, de las
variables x e y respectivamente.

La solucién general se obtiene integrando directamente ambos miembros.
Ejemplo:

1)2xdx-3dy=0 — [2xdy-[3dy=x"-3y+c=0

y:l 1+1C
3% 73

La cual representa una familia de parabolas para valores diferentes de c.
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1.3.8. Ecuaciones homogéneas del primer orden

Definicion 1. Un polinomio es homogéneo de grado n, si todos sus

monomios tienen el mismo grado n.

Definicion 2. Una funcién f (x, y) es homogénea de grado n, respecto a las

variables involucradas x, y si se cumple que f (kx, ky) = k"f(x, y), Vk€ "’

Definicién 3. Una ecuacién de la forma M (x, y) + N(x, y) = 0 es
homogénea si las funciones My N son homogéneas del mismo grado.

Se podria considerar como la forma estandar de la ecuacion homogeéenea

la expresion diferencial:
dy
L4+ P(x)=0

! (x)

Hay casos en donde no resulta muy sencillo resolver una ecuacion
homogénea, por lo es recomendable hacer ciertas sustituciones que
faciliten dicha resolucién, como es el caso del cambio de variables. Segun

sea el caso se recomiendan

=u—> y=ux — cxj;=xdu+udx

a) T=u—>x=uy . d):=ydu+udy

Ejemplo. Resuelva |2 siguiente ecuacion homogénea

1)ydx — (x + Jxy)dy =0

ydx — xdy — Jxydy =0

Dividiendo todo entré X
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Ahora hacemos las siguientes sustituciones por conveniencia

ut=Z - y=ux = dy=udx+xdu

X

Sustituyendo en (a) obtenemos:

udx — (udx + xdu) — Ju(udx + xdu ) =0

udx — udx — xdu — uvudx — xNudu = 0

xdu + uvudx + xVudu =0 -  uvudx + (x + xVu )du

uvudx + x(1+Vu )du =0

Agrupando las variables con sus diferenciales

dx+1+ﬁd

— p— i =
X u\(t_;

' SR | Vu

—+—=du+—=du=0

uvu uvu

; 1
d—x+——du+ du=0

X Ju3 u

Integrando obtenemos:

1
f dx+]—-—du+fa-du={]

lnx+[u"z?:dx+lnu= 0

l u
nux+_l c
2
| : C
nuUx — —==
Vu
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Sustituyendo u por su iguakiad « = :

=¢ - solucion buscada

1.3.9. Ecuacion diferenclal exacta

Una ecuacion diferencial de la forma M(x, y) dx+ N(X, y) dy ea una
deferencial exacta en una region R del plano xy sl ésta obedece a la
diferencial de alguna funciéon f (x, y) definida en R. Por consigulenta una
ecuacion diferencial de primer orden de la forma M (x, y) dx + N(x, y) dy
= 0 se considera exacta si y solo si la exprasion del lado zquierdo os una

diferencial exacta.

Criterio de una ecuacion diferencial exacta

La condicién necesaria y suficiente para que M (X, y) dx+ N(x, y) dy soa
una forma diferencial exacta es:

oM _aN

E—
——

oy ox

Ejemplo. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial exacta

1) (x + y)%dx + (2xy + x* — 1)dy

M= (x + )2 | N = (2xy +x? = 1)
oM ON _ st
_a_}_=2(x+y) -(_-}-;_--Zy-{*Zx—-Z(x-I))

Se observa que es exacta ya que las parciales correspondientes son

iguales
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Ahora determinamos una funcion:

f(x,y) = f M(x,y)dx+g(y) (a)
f(x,y) = f(x +y)2dx + g(y)

flx,y) = f(x2 + 2xy +y?)dx + g(y)

3 2x2

f(x.y)=%+—-2—-+xyz+9(y)

3
fOoy) =5 +x2+x* +90) (b)

af (x,y)
dy

=N(x,y)

Derivamos a (b) parcialmente con respecto y e igualando el resultado a N

0 +\x\2 +x2,;gy +g'(y) = ny + 3:3\—- 1

g)= -1
dg(y) _
oy
dg(y) = —1dy

g(y) =

3

- y sustituimos esta expresion en la ecuacion b

f(x, y) = %— + x% + xyE =i 4 —  funcion buscada

il
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1.3.10. Factor integrante

En ocasiones resulta ser que hay ecuaciones de la forma M (x, y) dx +
N(x, y) dy = 0 que no son exactas, pero que al multiplicarla por una
expresion u(x,y)convirtiendo la ecuacién en exacta. A esta u(x,y)se le

conoce como factor integrante.

Se puede obtener segun sea el caso dos expresiones en donde una de
ellas es el factor integrante de la ecuacién diferencial.

: M, -N, :
1) Si en el caso que P resulta ser una funcién solo de x,

entonces podemos determinar un factor integrante para la ecuacién
M (x, y) dx + N(x, y) dy =0 el cual es:

u(x)=e

N -M

I

2) Sien el caso que ( 4 ) resulta ser una funcién solo de vy,

entonces podemos, determinar un factor integrante para la
ecuacion M (x, y) dx + N(x, y) dy =0 el cual es:

IN:_ y
uy)=e M

Ejemplo. Determine el factor integrante convirtiendo en exacta la
siguiente ecuacion y resuelvala.

6xydx + (4y + 9x*)dy = 0 (1)

o R o 18
E— X ax— X
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Al observar que las parciales no resultan iguales se procede a

calcular el factor de integracion.

My — Nx 6x—18x -12x
g(x) =— = 3~ & 2
N 4y +9x* 4y +9x

No resulta un g(x), por lo que hay que calcular a un g(y)

_Nx—My_le—ﬁx_le_Z

g(y) [y 6%y ay— = ;
2

gly) = -

#(y) — e.fﬂ()')dy

uy) = e’ >

u@y) = e*™”

u@) = e’

u(y) = y°

Multiplicamos a la ecuacién (1) por y*
6xy3dx + (4y3 +9x*y*)dy =0
Ahora comprobamos que la ecuacion es exacta

3y = 18xy e y

f(x,y) = f M(x,y)dx+g@) (a)

Fxy) = f 6xy*dx + g(¥)

612}’3

flx.y) = 5 +9@) (b)

flx.y) =3x%2y>+9()
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go) =4y’
dg(y) _ ,
ay

Susttuimos este valor en la ecuacion (b)

fle.y)=3x*y*+y* -  ecuacién buscada

1.2.11. Ecuacitn lineal de primer orden

Son aquellas que se pueden expresar de las siguientes formas:

1) ¥ + P(x)y =q(x)
2) Y +P(x)y-q(x)=0

3) z +P(x)y-q(x)=0

1.3.12. Procedimiento para resolver una ecuacion lineal de primer

orden

Para resolver una ecuacion lineal de primer orden hay que llevaria a

eracts buscando un factor de la siguiente forma: u(x) =e

JFH}#

El cual se multiplica por toda la ecuacién lineal y luego se procede a

resolver dicha ecuacion.
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1.3.13. Ecuacién de Bernoulli

La ecuacion diferencial %+ P(x)y = f(x)y", donde n es cualquier numero

que pertenece al conjunto de los reales, se llama ecuacién de Bernoulli,
se puede observar que paran =0y n = 1, la ecuacién anterior es lineal,

peroparan#0yn # 1. la sustitucién z = y' " reduce cualquier ecuacién a
una ecuacion lineal.

Ejemplo. Resolver aplicando el método de Bernoulli

2
Dy +-y=-x%%* (1)

Expresamos la ecuacion en forma diferencial

ay 2. 43
dx+xy“_xyﬂ (2)

Como tenemos y° entonces n = 3

Haciendo:

- dz= -2y 3dy

Multiplicando a la Ec (2) por —2y~ obtenemos

d 2
—2y=3 2 4 —2y73(Zy) = (-2y)(—x*ye)
dx
o
ZJ;x d}’ - ;y-z - 2x4e.1' (3)

Sustituyendo a z=y? y dz=-2y"°dy enlaEc3, seobtiene:

iz-—iz = 2x*e* (4)

gx X

4
Calculamos el factor integrante para p(x) = - =

u(x) = el pxax
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pulx) = e’ 7 = e~4Inx _ Hnx™* _ -4

u(x) = x~*

Multiplicamos toda la Ec 4, por el factor integrante x~

d ’
x‘*d—i —4x~5z = 2¢*  (5)

Observando que:

d(x™z) _, dz A
T = X -‘E—flx Z

Sustituimos enla Ec 5

d(x~%z) _
dx

d(x™*2) = 2e*dx

2e*

Integrando ambos miembros se obtiene:
-4, _ x

Lz = j 2e*dx

x4z = 2e*+c

z = 2x%e* + x%c

y'z — 2x4EI + x4c

1

'
Yy = 2x%e*+ xtc
- — i —
1 1 1
y=,42x4e-’"+ x*c B y_xz,q281+c
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1.4. Ecuaciones diferenciales ordinarias del segundo
orden

Son aquellas ecuaciones diferenciales en donde se establece una

relacion entre la variable independiente x, la variable dependiente y, y la
primera y segunda derivadas de la variable y, 0 sea, una de la forma:

FXy Y. y)=0

Ejemplo. Determine la solucién de la siguiente ecuaciobn de segundo
orden en este caso homogénea.

1)3y"=5y"+2y=0

Hacemos la sustitucién por el pardmetro t
3t -5t+2=0

Resolviendo la ecuacién por factorizacién
3t -5t+2=0

(3t-2)(t-1)=0
3t-2=0 y t-1=0

ty=2/3 y t=1

2
y; =cie3' + cpe¥

1.5. Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas del

segundo orden (a coeficiente contante)

Se refiere a una ecuacion diferencial de la que se quiere determinar sus
soluciones las cuales son del tipo:

y" + py' +qy = f(x)

Este tipo de ecuacion esta asociada a una ecuacién homogénea de la

forma:

44

Escaneado con CamScanner



y" +py +qy =0, de la que se obtendra su solucién Y, =Chtcy): en

donde y1, y2 son soluciones linealmente independientes de la homogénea
Yy C4, C2 constantes arbitrarias.

La solucion general de la ecuacién de segundo orden no homogénea se

obtendra de la suma de las soluciones asociada y de una solucién
particular:

Y=YH*Yp
Se debe obtener un método para buscar a y,,

1.5.1. Método de LaGrange (variacién de las constantes arbitrarias)

Consideremos la ecuacién diferencial anterior y" + py' + qy = f(x), la cual

tenga las solucibn homogénea Y, =ch+c Vs siendo Yy, Y2 son

soluciones linealmente independientes de la homogénea. Suponiendo que
una solucién particular de la ecuacién general sea del mismo tipo y
haciendo la sustituciéon de c4, ¢z por us, Uz funciones varnables de x:

Yp = Uqy1 + U2Y2

De lo que se puede apreciar que la solucién general sera:

y=c),+C), tu), tih),

Para determinar a uq y Uz

.Vl"t' +y,u, =0
Wity + Yoty = f(X)
Como y,, Y2 son soluciones linealmente independientes de la homogeéenea,

el Wronskiano W(x) # 0, asl que obtendremos una solucién determinada,

que se puede calcular usando el método de cramer.
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: y, V. .10 4 0
W(x)=""' "220 W= 2 Wy = )
Y, Y. /=y Y, /®
Luego tendremos
., _ W wu'
N =—— N 2
' W Y u,=

W

H“’l

Con estos valores ya se puede determinar la solucion general de la
ecuacion dada

Y=GW 6y, tuy, +u,y,

En conclusién los valores de u; y u, también se pueden obtener con las
siguientes expresiones

u, =_J' '}.:'ng)dt Yy u, =jy|{;£x)‘ﬁ

Ejemplo. Resuelva por el método de variacién de pardmetro.
Dy "+3y' —10=(x+1)e*

Sacamos la ecuacion auxiliar usando la variable t y factorizamos.
t?+3t—10=0

(t+5)(—-2)=0 =2t=-5yt=2

La solucién homogénea es:

Yy = cie”3% + ¥ (2)

De la ecuacién 2 sacamos los valores de y1 y ¥,

y1=ey y=e¥

Calculamos el Wronskiano
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_ | Ya| _ | g e?* | _ , -sx 2x) — (e2¥)(—5e~5%)
= 2 ~3%teX 4 Ge2X—5X — 2p~3% | 5o~ -3x _ 7o—3x
W=7e3*

Ahora calculamos los valores de u; y uz

dx

}’z};x) e = J’ e?*(x + 1)e* e 1 j (x +_];:;,3E4I

79_31

i
U = 7J‘(x+ 1)e’™ dx

Usando el método tabular de integracion

Deriva Integra

(+) 0 —e’*

Sustituyendo en:

1 1 N 7 1 n
u1="§'f(x+1)ﬂ?"dx=—:; e+ D) (5) e~ e

1 1 h[1 X 6]
—__ — — — — —— —x ——
Uy ™= e [7x+7 49 7€ 17 " 49

1 ?I[l +_E.'..]
U ="7¢ 7% " a9

Calculando a uz

—-5x 2x (.I' 4o 1)8—31
ylf(x) _ e _(I'!"' 1)& - ~
uz — j W 'dx — j 78__3: dx 72"31 dx

1 [x?
Hz_"J.(x+1)dx 7 E +I]
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Yp = (e7%%) (—;87‘ Ex+ ;‘3 ) + (%) (; %2 -+ x])

| 1 6 1 rx2
= [ ——=e%&|- ik Nt =
Yp ( € [7x+49)+(e )(7 > +xD
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CAPITULO II. CIRCUITOS ELECTRICOS Y ELEMENTOS

En este capitulo se trataran todos los conceptos y elementos que
intervienen en un circuito eléctrico. Se comenzara con Ia historia, asi
como los conceptos mas importantes que son necesario saber de
los circuitos como son: resistencia, capacitor, bobina entre otros.
Detallaremos con precisién la utilidad de los elementos y el célculo
de los fenémenos fisicos que ocurren en cada elemento del circuito
como es la corriente, voltaje, potencia entre otros.

2.1. Reseiia historia de los circuitos eléctricos.

“Al rededor del afio 1600 que William Gilbert, emplea por primera vez
concepto Electricidad y defini6 el término de fuerza eléctrica como el
fendmeno de atraccién que se producia al frotar ciertas sustancias. Poco
después, hacia el 1672, el fisico Aleman Otto Von Guericke, también
Incursiono investigaciones sobre electrostatica. Observé que se producia
una repulsion entre cuerpos electrizados luego de haber sido atraidos.
Charles Francois de Cisternay du Fay (Paris, 1698 — 1739), un fisico
francés, dedicd su vida al estudio de los fendbmenos eléctricos observé
que una ldmina de oro siempre era repelida por una barra de vidrio
electrificada. En 1733 publicé sus trabajos siendo el primero en identificar
la existencia de dos tipos de cargas eléctricas (positiva y negativa). A
partir de 1740, Pieter Van Musschenbroexk, fisico holandés, realizé varios
experimentos sobre la electricidad. Uno de ellos llegd a ser famoso: se
propuso investigar si el agua encerrada en un recipiente podia conservar
cargas eléctricas. En 1747 William Watson demostré que una descarga de
electricidad estatica es una corriente eléctrica y se propaga mejor en un
ambiente enrarecido que en condiciones normales. Fue Alejandro Volta, el

uso de la electricidad y dio al mundo uno de sus
la pila, el control de la circulacion de una cormriente

que revoluciond el

mayores beneficios,
eléctrica. Asl, la pila voltaica consiste de treinta discos de metal, separados

por pafios humedecidos con agua salada. Si al extremo inferior de esta

bateria se le conectaba un alambre, se estableceria una corriente
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eléctnca cuando se cemara el circuito, Volta construy6 una serie de

dispositivos capaces de producir electricidad que salia continuamente al
extenor 2 medida que se producia. Esto creaba una corriente eléctrica.
que resuitd mucho m4s Gtil que una carga de electricidad estitica que no

fluyera. En el afio 1828, Georg Simon Ohm, sent6 las bases del estudio de
la circulacién de Ias Cargas electricas en el interior de materias

conductoras y formula I3 ley que relaciona las tres magnitudes
mas importantes: Voltaje, Intensidad y Resistencia” (Intemet)

2.2. Concepto de circuito eléctrico

Un circuito eléctrico es una interconexién de elementos (dispositivos
eléctricos) simples en el cual debe existir una trayectoria cerrada por
donde pueda fiuir una cormriente eléctrica.

2.3. Elementos fisicos de un circuito eléctrico

Son aquellos que utilizamos para realizar las interconexiones en los
Circuitos eléctricos.

2.3.1. Resistor

Es todo aquello que se opone al Paso de la corriente eléctrica. La
resistencia eléctrica se mide en ohmios, cuya simbologia es la letra griega

omega (Q). La fig. 2.4.1 muestra la representacién grafica de una

resistencia.
—MWr—  fg2a1

2.3.2. Capacitor

Es un dispositivo eléctrico o electrénico el cual posee la propiedad de
almacenar energia basada en un campo eléctrico. Este dispositivo est4
compuesto por dos placas separadas por un material dieléctrico o por el
vacio. La unidad de medida del capacitor es el faradio (F). La fig. 2.4.2
muestra |la representacion grafica de un capacitor.

—I I— Fig. 2.4. 2
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2.3.3. Bobina

Es un dispositivo eléctrico que a diferencia del capacitor es un alambre
enrollado en forma de espirar el cual almacena energla en forma de
campo magneético. La unidad de medida de la bobina es el Henrios (H),

aunque ademas se pueden encontrar estas unidades en milihenrios (mH).
La fig. 2.4.3 muestra el simbolo grafico de la bobina.

SUOTL. Fig. 2.4.3

2.4. Magnitudes fisicas que se presentan en los circuitos
eléctricos

Son ciertas magnitudes que se presentan en un circuito eléctrico a la hora

de interconectar los diferentes elementos o dispositivos eléctricos del
circuito alimentandolo o no a una fuente de voltaje.

2.4.1. Carga

La carga (q) se considera una propiedad intrinseca que presentan
algunas particulas subatébmicas positivas o negativas las cuales se
manifiestan a través de atracciones o repulsiones que determinan asf las
interacciones electromagnéticas entre ellas. La unidad de medida de la

carga es el coulomb (C).

2.4.2. Corriente

La corriente eléctrica (i) es una magnitud fisica que indica la cantidad de
carga (q) que pasa por un conductor (circuito eléctrico) en una unidad de
tiempo determinada. La unidad de medida de la corriente es el amperio

(A).
dq

[ =—

dt

expresion diferencial de la corriente
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Se puede destacar que hay dos tipos de corriente eléctrica las cuales son:
la corriente alterna (AC) la cual varia en el tiempo y la corriente directa
(DC) la que no varia con el tiempo.

2.4.3. Voltaje

Es la magnitud fisica que, impulsa los electrones (e’) en un conductor
(circuito eléctrico), o sea, conduce la energia eléctrica con mayor 0 menor
potencia. La unidad de medida del voltaje es el voltio (v). El voltaje es lo
mismo que diferencia de potencia o tensi6n eléctrica, la cual se considera
como el trabajo por unidad carga que ejerce el campo eléctrico sobre una
particula para que esta se pueda mover de un lugar otro.

2.4.4. Potencia

Es la elacién obtenida por el paso de un flujo energia por unidad de
tiempo, es decir, la cantidad de energia que entrega o absorbe un

elemento en un tiempo determinado. La potencia se mide en (watt) y se
calcula por (p=v )

2.5. Ley de Ohm

Esta establece que el voltaje entre los extremos de distintos tipos de
materiales conductores es directamente proporcional a la cormriente que
fluye a través del material. La siguiente ecuacién muestra dicha ley.

v=i‘R

2.6. Leyes de Kirchhoff

Enfocado en la estructura de los circuitos eléctricos y en el movimiento de
la corriente eléctrica a través del conductor Kirchhoff establece dos
grandes leyes una de corriente (LCK) y otra de voltaje (LVK).

1) Ley de corriente de Kirchhoff (LCK): establece que la suma algebraica
de las corrientes que entran a cualquier nodo (punto de conexién de un
circuito) es igual a cero (0).
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2) Ley de voltaje de Kirchhoff (LVK): estable que la suma de los voltajes

alrededor de cualquier trayectoria cerrada en un circuito eléctrico es igual
a cero (0).

2.7. Tipos de circuitos eléctricos

Segun sean los elementos o los dispositivos que se encuentren
interconectados en el circuito eléctrico estos pueden ser. resistivos,
inductivos, capacitivo, resistivo — capacitivo (RC), resistivo — inductivo
(RL) y resistivo - inductivo - capacitivo (RLC).

2.7.1. Circuito eléctrico resistivo

Es aquel en donde Gnicamente se encuentra interconectado uno o varios
resistores en el circuito eléctrico y por donde pasa la corriente eléctrica.

La Fig 2. 3. 1 muestra un ejemplo sencillo de un circuito con un solo
resistor

v|

fig.2.3.1

2.7.2. Circuito eléctrico capacitivo

Es aquel en donde Unicamente se encuentra interconectado uno o varios
capacitores en el circuito eléctrico y por donde pasa la corriente eléctrica.
La Fig. 2.3.2 muestra un ejemplo de un circuito con un solo capacitor.

—
f
/N
v L-_J
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2.7.3. Circuito eléctrico inductivo

Es aquel en donde Gnicamente Se encuentra interconectada una o varias

bobinas en el circuito eléctrico y por donde pasa la corriente eléctrica. La
Fig. 2.3.3 muestra un ejemplo de un circuito con una sola bobina.

| 1

fig. 2.3.3

2.7.4. Circuito eléctrico RC

Es aquel circuito eléctrico que estd compuesto por un resistor y un
capacitor ya sea en serie 0 en paralelo. La figura 2.3.4 muestra un
ejemplo de un circuito RC conectado en series.

]

fig.2.3.4

2.7.5. Circuito eléctrico RL

Es aquel circuito eléctrico que esta compuesto por un resistor y un
inductor ya sea en serie o en paralelo. La figura 2. 3. 5 muestra un

ejemplo de un RL conectado en serie.

vT L

fig.2.3.5
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2.7.6. Circulto eléctrico RLC.

Es aquel circuito eléctrico que est4 compuesto por un resistor una bobina
y un capacitor interconectados entre ellos ya sea en series 0 en paralelos.
La fig. 2.3.6 muestra un ejemplo sencillo de un circuito RLC.

-
e
-
-

fig.2.3.6
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CAPITULO lll. IDENTIFICACION Y APLICACION DE LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES A CIRCUITOS ELECTRICOS.

En este capltulo se identificaran las diferentes ecuaciones diferenciales
que se necesitan para aplicarla a los diferentes tipos de circuitos
eléctricos ya visto en el capitulo anterior como son los circuitos resistivos,
capacitivos, inductivos, circuitos RC, RL y RLC. Se analizara el ¢,Por qué?
de la necesidad de utilizar las ecuaciones diferenciales en la resolucién de
los circuitos eléctricos segun sea el tipo.

3.1. Circuito eléctrico inductivo

En este circuito se considerara a L como una constante de
proporcionalidad, pero el voltaje y la corriente como dos cantidades
variables del tiempo. Por lo que la ecuacién diferencial que relaciona a

estas variables es:
+

fig. 3.1

di
V= LE (1)

El inductor se considera un corto circuito para corriente directa, y también
se tiene previsto que la corriente en el inductor no puede cambiar
abruptamente de un valor a otro ya que para esto se requiere asociarle un
voltaje y una potencia al infinito.

De la Ec.(1) se pueden obtener la corriente i(t), resolviendo la ecuacién
diferencial, la cual se puede observar que es del tipo lineal.

di

v=LEE

1
—dt = di
det i

L) 1 (¢

'(tu} 0
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t
((t) —i(ty) = %j vdt

Lo
t
i(t) = %f vdt + i(ty) (2)
to

La Ec (2) expresa la corriente en términos de del voltaje. Esta ecuacién se

pua:de expresar como una integral indefinida asignandole una constante
de integracién h.

i(t) =%fvdt+h (3)

Si suponemos que estamos en presencia de un problema real en el cual

!a eleccion de t, como —co asegura que no habra corriente o energia en el
Inductor. Por eso, si i(ty) = i(—o) = 0, entonces:

i(:):%r vdt

La Potencia (p) y energia (E) almacenada en el inductor se calculan de la
siguiente forma:

p=vi
_Ldi
perov =L—
di
= Li—
P="a

t 4

pdt = Lidi » | pdt = | Lidi
to to

Y por lo tanto: la energla en el inductor E, sera:

t ¢
pdt = L | idi

Lo to

E,(©) - B, (o) = 5 LUUOP-TC) J

Aqul de nuevamente se supone que en i, la corriente es i(t,). Si se usa
esta expresién para la energia, ya que se acostumbra suponer que se
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elige un valor de t, para que la corriente sea cero, también se acostumbra
a suponer que en ese instante la energia en la bobina vale cero E (to) =
0. Por lo se obtiene

1
E:(®) = -2-1,52

Ejemplo 3.1. Suponga el voltaje en un inductor de 3H esta dado por 6 cos
5tV, y la corriente es 1A en t=—s. ;Qué informacion se puede obtener

sobre la corriente del inductor?

1 t
i(t) = 7 vdt + i(ty)
to

1 t
i(t) = 3 6 cos 5t dt + i(tp)

o

1/6

i(t) = %(g) sen (5t) — 3 (-g) sen (5t,) + i(ty)

i(t) = 0.4sen 5t — 0.4 sen 5ty + i(tp)

Ahora se identifica t, como —’-_: con i(t,) = 1, y se encuentra que:

5
i(t) = 0.4 sen 5t — 0.6 sen (—7 + 1

i(t) =0.4sen5t—06(—-1)+ 1
i(t) =04sen5t+ 1.6

3.2. Circuito eléctrico capacitivo

En este circuito se considerara el capacitor C como una constante de
proporcionalidad, pero el voltaje y la corriente como dos cantidades
variables del tiempo. Por lo que la ecuacién diferencial que relaciona a

estas variables es:
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Las marcas de referencia para el voltaje y la corriente se muestran en el
simbolo de un capacitor fig. 3.2 de manera que:

__Cdv
AP T

El voltaje en el capacitor se puede expresar en términos de la corriente,

integrando a:
= dv
RPT
1
dv = Eidt

Integrando entre los instantes t, y t y entre los voltajes correspondientes

v(t,) y v(t) se obtiene:

t
v(t) = % f idt + v(ty)

to

Esta ecuacion se puede expresar al igual como en el caso de la
inductancia como una integral indefinida méas una constante de
integracion h:

r

1
v(t) == | idt+h
CJe,

En muchas condiciones reales, t, se puede seleccionar como - o y

v(—o0) COmo cero:

y | 4
v(t) = v _mi dt
Cabe sefialar que la integral:
t
idt =q

- 00

Sustituyendo en la ecuacion del voltaje
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q=Cv

y la energla almacena en el capacitor sera:

1
Ec(t) - E Cvz

Ejemplo. Una fuente de voltaje senoidal de 50 sen 21t V, en paralelo con
un resistor de 0.5 M y un capacitor de 40uF como se muestra en la fig.
3.2.1 Puede suponerse que el resistor en paralelo representa la
resistencia del aislante o dieléctrico entre las placas del capacitor fisico.
Hacer la fig. 3-9.

fig. 3.2.1

a) Determine la maxima energla almacena en el capacitor de la figura y la

energia disipada en el resistor, en unintervalo 0 <t < 0.5 s.

Solucién: la corriente a través del resistor es

50 sen 2wt
o e = 1x10"*sen 2t A.

‘R=RTT05M

Y la corriente en el capacitor es:

d d
ic = CE}:- = 40 X 10““5 (50 sen 2mt)

i = 4m x 10™°cos2nt A

Ahora la energia almacenada en el capacitor

E.(t) = %Cvz = ;—( 40uF)(50 sen 2nt)? = 0.05 sen®2nt |
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La cual si se analiza la ecuacién anterior se podra observar que aumenta
desde t= 0 hasta un maximo de 0.05 J en t = % s, y luego decrece hasta

cero en otro % s. durante este intervalo de ¥ s, la energia disipada en el
resistor es:

0.5 05

Er=| Prdt= 5x10~2sen?2nt dt = 12.5m/J
0 0

Se concluye con el resultado de que E; max = 0.05Jy Ez = 12.5 mJ.

3.3. Circuito RL con excitacion

Un primer vistazo al circuito RL con excitacion

Ahora es posible analizar una red sencilla cuando se le aplica
repentinamente una fuente de cd. El circuito consiste en una bateria de
voltaje Vo en serie con un interruptor, un resistor R y un inductor L. B
interruptor se cierra en t = 0 como se indica en el diagrama de circuito de
la figura 5-9a. Es evidente que la corriente | (t) vale cero antes de t = 0 por
lo que se pueden sustituir la baterfa y el interruptor por una funcion de
excitacién de voltaje escalén Vo u(t), la cual tampoco produce respuesta
antes def = 0. Es obvio que después de t = 0 ambos circuitos son
idénticos. Entonces, la corriente i(t) se busca ya sea en el circuito dado de
la figura 5-9a, o en el circuito equivalente de la figura 5-9b.

Por el momento se calculara i(t) escribiendo la ecuacién de circuito
apropiada, Y luego resolviéndola por separaciébn de variables e
integracion. Después de obtener la respuesta y analizar las dos partes de

las que se compone, sé dedicara un espacio (la
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La fig. 3.3 (a) muestra el circuito dado y la fig. 3.3 (b) muestra el circuito
equivalente los cuales Poseen la misma respuesta i(t) para todo tiempo.

~— i(t)
——>

seccion que sigue) a Investigar el significado general de esos dos
términos. La solucién a este problema se podra entonces construir muy
facilmente; es maés, el lector podra aplicar los principios generales que
avalan este método simple para obtener soluciones mas rapidas vy
significativas a cualquier problema que requiera la aplicacién subita de

una fuente. Ahora se procederd a desarrollar el método formal de
solucién.

Al aplicar la ley de voltajes de Kirchhoff al circuito de Ia figura 5-9b, se
tiene

di
Ri + L— = Vou(t)

Como la funcién de excitacion escal6n unitario es discontinua en t = 0,
primero se encontrara la solucion para t < 0 y luego para | > 0. Es
evidente que la aplicacion de un voltaje cero desde t = - © no ha

producido ninguna respuesta y, por lo tanto,
i) =1 t<0

Sin embargo, para un tiempo positivo, u(t) es igual a uno, por lo que hay

que resolver la ecuacion
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di

Rl+ | — =
T, Vou t>0

Las variables se pueden separar en varios pasos algebraicos sencillos, lo
que lleva a

Ldi

Ty Tl

Y cada lado se integra directamente:

L
—'Eln(Vu —Ri))=t+h

Para evaluar h se necesita conocer una condicion inicial. Antes det=0, i

(t) vale cero (0), por lo que i (0) = 0; como la corriente en un inductor no
puede cambiar en una cantidad finita en un intervalo de tiempo cero sin
asociarse con un voltaje infinito, debe tenerse i(0*) = 0.

Haciendoi=0ent =0 se obtiene

L
Y entonces,
L "
-2 [In(Vo —Ri)—InVp] =t
Al reordenar,;
o=Rl _ _un
Vo
Es decir,
Vo Vo _Rt
T — e — L
i 7 RE t>0
Asi pues, una expresién para la respuesta vélida para todo t seria:
Vo Vo Ht)
=(—=——¢ [ 4
i (R —e T ju(t)
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Se puede observar que este es un tipo de ecuacién diferencial lineal no
homogenea la cual se puede resolver con uno de los métodos vistos en el
capltulo. Se veran algunos ejemplos para su mejor comprensién.

3.4. Las respuestas natural y forzada del circuito RL

Existe una muy buena razén matemética, para considerar que la
respuesta completa se compone de dos partes, la respuesta forzada y la
respuesta natural. La razén se basa en el hecho de que la solucién de
toda ecuacion diferencial lineal no homogénea puede expresarse como
la suma de dos partes como fue visto en el capitulo Il. Pero en este caso
se le llamaran: la solucién complementaria (respuesta natural), yla
solucién particular (respuesta forzada). Viendo que se hizo un anélisis
profundo de las ecuaciones diferenciales. Ahora considérese una
ecuacion general del tipo

Bl
7l

Multiplicando todo por dt. Se obtiene
di + Pidt = Qdt  (2)

Se puede identificar Q como una funcién de excitacién y escribirla como
Q(t) para recalcar su dependencia general del tiempo. P es una constante
positiva, pero las observaciones que siguen sobre la solucién de la
ecuacion (2) son igualmente validas, para los casos en los que P es una
funcion cualquiera del tiempo. El asunto se puede simplemente simplificar
suponiendo que P es una constante positiva. Como también M4s adelante
se supondra que Q es constante, restringiendo el andlisis a las funciones

de excitacion de cd.

Si ambos lados de la ecuacién (2) se multiplican por lo que se conoce

como factor de integracion el Pdt o oPt ya que P es una constante. se

obtiene
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e"tdi + iPePtde = Qeftdt (3)

si se observa el lado izquierdo
d(ieft) = ePtdi + ipePtds
Sustituyendo esta expresién en (3) se obtiene
d(iet) = Qeftdt
Ahora se puede integrar ambos lados para obtener

fd(ieﬂ) =er”dt +A

ie”=er”dt + A
La solucion para i(t) se obtendra al multiplicar por el factor ie~P*
[ = e""[@e"‘dt + Ae~ Pt (4)

Ya conocida la funcién de excitacion Q(t), entonces solo falta evaluar la
Integral indicada para obtener la forma funcional exacta de i(t).

Primero debe observarse que, para un corto circuito sin fuentes, Q debe
ser cero, y la solucion es la respuesta natural

o= A0~

La respuesta forzada de la ecuacion 4

v

Ly
La respuesta i(t) completa sera
l(t) — I'“ + if

i(t) = %+ AeF*
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Ejemplo conceptual del circuito RL con excitaciéon

Ahora se usara el circuito RL en serie para mostrar cémo se determina la
respuesta completa sumando las respuestas natural y forzada. La
respuesta deseada es la corriente i(t). fig. 3.5 a

)

Fig.3.5a

1) Primero se expresa como la suma de la corriente forzada y la corriente
natural,

i - iﬂ + I'f
2) Hay que tener en cuenta que la forma funcional de la respuesta natural
debe ser la misma que la que se obtuvo sin fuentes, por lo tanto se

remplaza la fuente de voltaje escalén por un cortocircuito, y se reconoce
al viejo lazo RL en serie. Entonces se obtiene la expresion,

—Rt
i, =Ae L

Pero alin se tiene que determinarse la amplitud A.

A continuacién se considera la respuesta forzada, es decir, la parte de la
respuesta que depende de la naturaleza misma de la funcion de
excitacién. En este problema en particular, la respuesta forzada debe ser

constante, ya que la fuente es un voltaje constante Vo, para todos los

valores positivos del tiempo. Por lo tanto, después de que la respuesta

ha desaparecido, no puede haber voltaje en el inductor,
oltaje Vo entre las terminales de R, y la respuesta

natural
entonces aparece un Vv
forzada es simplemente

Vo
ff="§
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Obsérvese que la respuesta forzada esta completamente determinada; no

hay amplitud desconocida. A continuaciébn se combinan las dos
respuestas:

-Rt |

l =de T 3=
R

Y se aplican las condiciones iniciales para evaluar A. La corriente vale
cero antes de t = 0,y no puede cambiar instantaneamente, ya que se trata
de una corriente que fluye en un inductor. Entonces, la corriente vale cero
inmediatamente después de i = 0, y un circuito RL en serie que se usa
para ilustrar el método para obtener la respuesta cumple como la suma de
las respuestas natural y forzada.

W —Rt
*-3(1'“)

Obsérvese cuidadosamente que A no es el valor inicial de i, ya que A = -
Vo/R, mientras que i(0)=0. En otros casos, donde se tenian circuitos sin
fuentes, A era ciertamente el valor inicial de la respuesta. Sin embargo,
cuando se tienen funciones de excitacion primero debe encontrarse el
valor inicial de la respuesta y luego sustituiflo en la ecuacién de la

respuesta completa para encontrar A.

Ejemplo. Determine i(t) para cualquier valor del tiempo en el circuito de |a
fig.3.5b

60u(n) VvV

0V 610 4H

Fig.3.5b
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Solucion: El circuito contiene una fuente de voltaje de cd, asi como una
fuente de vo'ltaje escalén. Sélo se reconocers la forma de ese equivalente
como un resistor en serie con alguna fuente de voltaje. El circuito contiene

un solo elemento capaz de almacenar energia, el inductor. Primero
se observa que:

Y se recuerda que

Igual que antes, la respuesta natural es una exponencial negativa, es

decir,
i, = Ae~t/?

La respuesta forzada es la producida por un voltaje constante de 100 V

La
respuesta forzada es constante y en el inductor no hay ningun voltaje,

porque se comporta como un cortocircuito y, por lo tanto,

o _120_
lr = 3 v—
Entonces,
i =60+ Ae™%> t>0

Para poder evaluar A, debe encontrarse el valor inicial de la comente

del antes de t =0,

0
(o w20
R 3

Esta corriente vale 20 A y no puede cambiar instantaneamente Asl,
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[ =604 Ae-05t
puesto que | = 20
20=60+A 0 A=-40
De ahl que
[ =60~ 4005t t>0
La solucién se completa estableciendo también que
=20 t<o0

o escribiendo una expresién valida para todo t,

20 = 60 + 40e~05¢

i=404+40(1—-e %)yt A

3.5. Circuito RC serie con excitacién

Il.aﬁfnnna general de este circuito bajo excitacién de tension se muestra en
afig. 3.6

i)

V(1) C

Fig. 3.6

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a éste, se tiene:

'l?(t) = Vg + V¢
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pDonde v , €S la calda de tensién en el capacitar

: . : vg = Ri es la calda
de tension en la resistencia. Por definicién de corrieny y

te se sabe que:
dq

| = =

dt
y de la definicion de capacitancia:
_dq

c-_lr

dv

llegando asl a la siguiente expresién de |a corriente

que reemplazada en la expresion de v, da:

Vp = CR—
r =CR T
y en definitiva:
dVv,
v(t) = CRE + Ve

La cual es una ecuacion diferencial lineal de primer orden y primer grado,
no homogenea.

Todas las conclusiones obtenidas para el circuito RL son validas para
este circuito RC.

3.7. El circuito RLC en serie sin fuente

Ahora se determinara la respuesta natural de un modelo que representa
un circuito formado por un resistor ideal, un inductor ideal y un capacitor
ideal conectados en serie. El resistor ideal se puede representar un
resistor fisico conectado a un circuito LC o a un circuito RLC en serie.

El circulito RLC en serie es el dual del circuito RLC en paralelo, y este
Unico hecho es suficiente para que su analisis se vuelva trivial. La fig. 3.6
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a muestra el circuito en serie, |a €cuacion integrodiferencial fundamental

es.

di
LE*“'*“Ifdt—vc(tu) 0 (1)

Y la cual se compara con la écuacion andloga para el circuito RLC en

paralelo, dibujado

fig. 3.6 a, el circuito RLC en serie que es el dual de Ia fig. 3.6 b. un circuito

RLC en paralelo. Los valores de |os elementos, por supuesto no son
idénticos en los dos circuitos.

Fig. 3.6

También en la figura 3.6 b se puede determinar que,

dv 1

t
C'E+-U+LJ;uvdt—iL(tn) =0 (2)

Las ecuaciones de segundo orden obtenidas al derivar cada una de las
anteriores Ec 1y Ec 2, con respecto al tiempo, también son duales,

,{.dzi+.=ed'+1 =0 (3
TR L 3)
Cﬁ+ld_v+1 = 4
A T TRl A G

Es evidente que toda la informacién anterior sobre el circuito RLC en
Paralelo es directamente aplicable al circuito RLC en serie; las
condiciones iniciales sobre el voltaje del capacitor y la corriente del
inductor son equivalentes a las condiciones iniciales sobre la corriente del
inductor y el voltaje del capacitar; la respuesta de voltaje se transforma en
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una respuesta de corriente.

Es muy posible que, al releerse las cuatro

secclones anteriores (incluyendo los ejercicios), usando el lenguaje dual,
se obtenga una descripcién completa del circuito RLC en serie. Sin
embargo, este proceso podria producir cierta neurosis en cuanto se leen

unos parrafos, y realmenteno hay necesidad de llegar a eso.

A continuacion se presenta un breve resumen de la respuesta del circuito

en serie.

En términos del circuito de la figura 3.6a, la respuesta sobreamortiguada

es.

Donde;

Haciendo:

La forma de la respuesta criticamente amortiguada es:

i(t) — Alezlt + Azezzt

a_R ﬁ"l
3L 7 T

i(t) = e (At + A,)
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Y en el caso subamortiguado se puede escribir como:

i(t) = e~ (B, cos Bat + B, sen Bt

Bd =J;}§_ﬂ2

Las comparaciones series paralelos para el parametro a son:

Donde se considera a:

1
a=-—-
SRC paralelo
a= : {
=31 serie

Ejemplo. Dado un circuito RLC en serie para la cual L = 1H, R = 6 kQ
,C =40nF,i(0) =3 m Ay vc(0) = 9V, encuentre a i(t).

Solucién:
a f o 3000s~1 B : - 5000s~1
= — = —= S = e— e— o
2L~ 2(1) > P =UIe J1(40n)

Ba = (Bo)? — (a)? = /(5000)2 — (3000)2 = 4000
i(t) = e 3% (B, cos 4 000t + B,sen 4 000 t)
Al aplicar el valor inicial de i(0) = 3 m A la corriente se obtiene:
0.003 = e~3000¢(B. cos 4 000(0) + B,sen 4 000 (0))
0.003 = B,
B, = 0.003

Y asl que:

i(t) = e~3999¢(0.003 cos 4 000t + B;sen 4 000 t)
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La condicion inicial restante V¢(0) = gv puede aplicarse a la derivada;
entonces

di
- — p=1000/__
T e (—12sen 4,000t + 4 000B, cos 4 000t — 9cos 4 000t
— 3000B,sen 4,000)
di
7 4,000B8, — 9
v.(0) v(0) — Ri(0)
4.000B; —9 =22 =_C -
2 7 7 B, =0
9 —6000(0.003
0008, = § wr— SO0 - o

1

4,000B, —9 = —9
Bz =0

La respuesta deseada es, por tanto,

i(t) = 3e~300t cos 4, 000t mA
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CONCLUSIONES GENERALES

g] aporte en el que se fundamenta esta investigaciéon es en la
identificacién y aplicacion de las de las ecuaciones diferenciales en la
resolucion de los circuitos eléctricos y asi favorecer de una manera mas
eficaz una mejor comprension del andlisis de circuitos seleccionando la
ecuacion diferencial ideal segun sea el problema planteado. En general:

» Se puede identificar con una mejor precisién el tipo de ecuacion
diferencial que se necesita para solucionar el tipo de circuito
planteado.

» Las ecuaciones diferenciales se aplican con una mejor facilidad y

se logra proporcionar una respuesta total al fenbmeno que

ocurren en un circuito eléctrico, con la cual con otros procesos
matematicos no es posible.

Con la estrategia planteada es posible entender la aplicacion y la

magnifica ayuda que nos brindan las ecuaciones diferenciales

para poder solucionar aquellos problemas que se hacen a veces

"-'F

tan dificiles de entender.
Es posible comprender principalmente cuando se considera la

‘F

distribucién de energia eléctrica, a través de sus elementos del
circuito; en condiciones de régimen transitorio y permanente, con 0
sin condiciones iniciales en sus elementos reactivos.

La estrategia planteada aporta una serie de procesos sistematicos
con los cuales se busca motivar al estudiantado de las diferentes

areas de la ingenierfa al estudio de las ecuaciones diferenciales.
Todas estas conclusiones ratifican la idea planteada al principio de esta
investigacion, y expresan asi el cumplimiento del objetivo propuesto por el

‘l"

investigador.

75

Escaneado con CamScanner



RECOMENDACIONES

La estrategia que se planteé en esta tesis fue de caracter investigativo
con la finalidad de comprobar |a Identificacién y aplicacién adecuada de
las ecuaciones diferenciales en |a resolucion de circuitos eléctricos

Recomendamos

» Aplicar la estrategia Propuesta en esta investigacién que le sera de

gran ayuda en la comprension del anélisis de circuito.

Estudiar bien a fondo las ecuaciones diferenciales antes del

estudio de los circuitos eléctricos ya que es fundamental un buen
conocimiento de las mismas.

» Después de haber estudiado las ecuaciones diferenciales no
esperar mucho tiempo para el estudio del andlisis de circuito.
» Ampliar la investigacion propuesta con el fin de perfeccionarla
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ANEXOS

ldentidades trigonométricas

sen (—'{P) = =Sén fpp CHS(—(‘O} = C0S§ qj

sen’p +cos’@ =1, sec’p =1+ tan*p, s =1 4 cop2

P
sen 2 = 2Sen ¢ cosp, €082 = cos?p — sen2y
14 cos2 1-c¢
cos’p == =, sentp= L0520
2
Identidades de la suma y diferencia de dos 4ngulos
sen(A+ B) =sen AcosB + cosA sen B
sen(A—B) =sen AcosB — cos A sen B
cos(A+B) = cosAcosB — sen A sen B
cos(A—B) = cosAcosB + sen A sen B
tan A+ tan B tan A —tan B
tan(A 4+ B) = — —_— — — -
( ) 1—tanAtanB ' A =5) l14+tanAtanB
n 4
sen (A-—-E)——-cosﬂ ; cns( —§)=senA
m n
sen (A + E) = C0SA , COS (A —-E) =—sen A

1 1
senAsen B = Ecns(ﬁl —-B) - ECHS(A + B)

1 1
CosAcosB = -z-cns(A )4 ECDS(A + B)

1
Sen AcosB = %sen (A=B)+ Esen (A+B)

A+ DB A—B
5‘EﬂA+senB=2.sen( )cns( 5 )

2
A+ B A-B
SenA—-senB = 2 cus( > )sen( 5 )
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A+ B ==
cosA+cosB = 2 cus( > )cas (-—_....A H)
2

A
cosA—cosB = =2 cns( ;B)Scn(ﬂ - B)
2

Reglas de derivacion

Suponga que uy v son funciones de x

constante i -
72 (&) =0
suma i(u L.
dx dx
diferencia —d—(u <1l in du dv
dx X a
multiplicacién por una constante E- (cu) =c EE
dx dx
d d d
producto — it = 2 au
dx( v) udx+v dx
p " du dv
cociente = (E) __dx “dx
dx \v v
potencia L] x™ = nxn-1
dx
d
regla de la cadena = (f (g(x))) = f'(g(x)) - g'(x)
Funciones trigonométricas inversas
d d
7z (senx) = cos x . (cosx) = —sen
d
Ix (tan x) = sec?x e (secx) = secxtanx
d
"'"(COI.' x) —— 2 —d--(CSCI) = —CSCxcotx
dx Lok d dx
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Funciones exponencial y logaritmica

d X = e* —(In x) = .:E
'&;e € dx( ) X
d X X d 1
L = a*lna —(log, x) =
dxa dx Ba %) Xxlna
Funciones trigonometricas inversas
d 4 1
dx AN Vi-x2
d 1
-—(tﬂﬂ-ix) = - (SEC-‘I _ 1
1+ x2 X)=
- ¥ rVaT =1
d 1
- R lx|[VxZ =1

Formas basicas de integracion

1.[kdx=kx+c
3 [
== nlx| + ¢

X

a
5.[:1"dx=~—+c (a >0),a#1

Ina

?.jcnsxdx =senx+C
9.fcsc2xdx= —cotx+C

ll.fcscxcotx dx = —cscx+C

13.f cotx dx = In|secx| + C

dx 1 X
151 — — —'1—
v Jarvars, utﬂll H-HZ'

2]' xn+1
] x"dx =
X n+1+C (n #1)
4fexdx= e*+C
G.Isenxdx=cnsx+6
B.fseczxdx=tanx+£'

10.fsecxtanx dx = secx+C

12._[ tanx dx = In|secx| + C
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