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INTRODUCCION

Los jovenes de este nuevo milenio son los que hoy ocupan las aulas universitarias,
nacidos en la era digital, con acceso a un sin niimero de informaciones a través del
internet. Esta ha sido, probablemente la razon principal por la cual, los docentes han

tenido que repensar su practica docente y adaptarse al nuevo paradigma de la educacion.

Las dificultades que presentan los estudiantes de ingenieria cuando se aborda el tema de
las series infinitas, los criterios de convergencia y las series de potencias ha sido la razon

de esta investigacion.

El proposito de la autora y la pertinencia del estudio ha sido la de proponer estrategias
didacticas para facilitar el proceso de ensefnanza a los docentes que imparten este tema en

UNIBE.

En el primer capitulo se plantea el problema de la investigacion y se definen los
objetivos. El segundo capitulo es el marco tedrico donde aparecen los antecedentes de
la investigacion y los fundamentos tedricos, matematicos y educativos, en los cuales se

sustenta.
El tercer capitulo describe la metodologia se utilizé y el enfoque del estudio. En el
cuarto capitulo se analizan los datos tabulados y en el quinto capitulo se presenta la

propuesta de la autora.

Finalmente se plantean las conclusiones y recomendaciones de lugar.
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CAPITULO1
PLANTEMIENTO DEL PROBLEMA
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1.1 Planteamiento del Problema.

El Célculo Diferencial es una asignatura importante en las carreras de Ingenieria. Es un
eje transversal en estas carreras. Las dificultades que presentan los estudiantes de
ingenieria concretamente en el estudio de los limites de funciones de variables reales y
en los criterios de convergencia de las series infinitas, ha sido una constante preocupacion
de los docentes y de las instituciones educativas, ya que se ve reflejado en un bajo
rendimiento en esta asignatura, siendo ¢ésta una de las principales causas de la desercion

en las carreras de Ingenieria.

En la practica docente de UNIBE, algunos profesores han expresado su preocupacion y
dificultades al abordar el tema de los criterios de convergencia de las series infinitas a los

estudiantes de calculo.

Una de las dificultades identificadas por los docentes es la debilidad en los conocimientos
previos sobre: los limites de las funciones, las sumas parciales de una sucesion y sobre el

concepto de infinito.

Dado que el proceso de comprension en matematicas es ante todo un proceso de
abstraccion, definido por Dreyfus (1991) como <<um proceso de construccion de
estructuras mentales a partir de estructuras matematicas, es decir, a partir de
propiedades y relaciones entre objetos matematicos>> (p. 37), es importante tomar en

cuenta en nuestra practica docente las debilidades referentes a los conocimientos previos.

En ese mismo orden de ideas Codes-Gonzalez (2015) senalan que “la investigacion
internacional ha identificado varias dificultades asociadas a diferentes conceptos ligados
a las series infinitas, como el de sucesion, limite o infinito”. Los estudiantes tienden a
rechazar el paso al limite como una nueva operacion matematica, y lo consideran

solamente como una aproximacion.

Por todo lo descrito anteriormente consideramos pertinente investigar sobre las
estrategias didacticas que contribuyan a la ensefianza de los criterios de convergencia de

las series infinitas y las series de potencias.



Por todo lo descrito anteriormente, nuestro problema de investigacion se titula:

“Estrategias didacticas para la ensefianza de los criterios de
convergencia de las series infinitas y de las series potencias para

estudiantes de primer afio de ingenieria de UNIBE”.



1.2 Formulacion del Problema.

(Qué estrategias didacticas se pueden utilizar para mejorar el proceso de ensefianza en

los criterios de convergencia de las series infinitas y de las series de potencias?

1.3 Sistematizacion del Problema.

e ;Qué factores afectan el proceso de la ensefianza en los criterios de convergencia de

las series infinitas y las series de potencias?

e ;Cudles contenidos dificultan proceso de la ensenanza en los criterios de

convergencia de las series infinitas y las series de potencias?

e ;Cudl ha sido la experiencia de los docentes de UNIBE al impartir el tema de los

criterios de convergencia de las series infinitas y las series de potencias?

e ;Qu¢ estrategias han implementado los docentes en UNIBE al impartir el tema de los

criterios de convergencia de las series infinitas y series de potencias?



1.4 Objetivo General.

Proponer estrategias para la ensefianza de los criterios de convergencia de las series

infinitas y las series de potencias.

1.5 Objetivos Especificos.

v" Identificar los factores que afectan la ensefianza del tema de los criterios de

convergencia de las series infinitas y de las series de potencias.

v" Investigar cual ha sido la experiencia de los docentes de UNIBE al impartir el
tema de los criterios de convergencia de las series infinitas y las series de

potencias.

v" Analizar las estrategias usadas por los docentes de UNIBE al impartir el tema de

los criterios de convergencia de las series infinitas y las series de potencias.



1.6 Justificacion.

La investigacion que me propongo a realizar es importante por las siguientes
razones:

v El estudio del calculo en las ingenierias es la base que le da una estructura
cientifica a estas carreras. El concepto de limite es el punto de partida para
comprender el calculo. El calculo variacional es la “matematica de los cambios”
(Larson 2016) y es una herramienta importante para los profesionales de las
ingenierias. Areas que necesitan ademas de la representacion grafica como
instrumento de interpretar la variacion, el dominio del concepto para la solucion

del problema planteado.

En este orden de ideas podemos resumir que el objetivo principal del estudio del
calculo avanzado, donde se imparte el tema de las series de potencias, es
proporcional al alumno los conocimientos fundamentales que serdn utilizados en
la interpretacion, planteamiento y resolucion de problemas especificos de su

carrcra.

v" La convergencia de una serie infinita es un tema central para la comprension de
las series. Entender el concepto de que la “serie es la suma infinita de términos
que puede converger en un nimero real”, requiere un nivel de abstraccion para la

construccion del conocimiento.

Las series de potencias son muy usadas en el campo de la fisica y de la ingenieria,
por ejemplo: en la relatividad, en la dptica, en la velocidad de las ondas del agua,

en la construccidon de carreteras, etc.

Otro campo donde se aplican las series de potencias es en la aproximacion de
funciones mediante polinomios. Estas aproximaciones son muy usadas por los
ingenieros de computacion, que prefieren usar las polinomiales, ya que son las

mas las funciones mas sencillas.

Codes — Gonzalez (2017) reconocen en sus investigaciones las “dificultades que

conlleva el aprendizaje de las series numéricas en uno de sus componentes que



aparecen explicitamente en su definicion como limite de una sucesion de sumas
parciales: la sucesion de sumas parciales”. A esto se le suma ademas las
debilidades que arrastran los estudiantes en cuanto a los conocimientos previos
sobre el concepto de limites de las funciones y sobre el concepto del infinito

matematico, lo cual dificulta el proceso de ensenanza de los docentes.

Por lo descrito anteriormente, este trabajo de investigacion pretende proporcionar
estrategias para facilitar la ensefianza de los criterios de convergencias de las
series infinitas y las series de potencias. Razon por la cual consideramos

pertinente esta investigacion.

En el contexto del nuevo milenio la educacién ha tenido que enfocarse en el
paradigma tecnologico. El desarrollo exponencial que la ciencia y la técnica han
tenido en estos ultimos afios exige que las instituciones de educacion superior se
mantengan al dia con los nuevos enfoques en el proceso de formacién de
profesionales, de manera que sean capaces de salir con las competencias
cientificas-tecnologicas que el medio y el mercado necesita, y a la vez con una

formacidn ética centrada en el desarrollo humano y en el compromiso social.

La UNIVERSIDAD como institucion educativa, comprometida y responsable por
el desarrollo sus alumnos y de la capacitacion continua de sus docentes, se prepara
para enfrentar los retos en los ambitos cientifico-tecnologico y cultural. Es por
esta razon que el proceso de ensefianza en el estudio del célculo, muy
especialmente en el tema de los criterios de convergencias de las series infinitas
y las series de potencia, debe apoyarse en nuevas estrategias, con instrumentos y
recursos acordes con los nuevos tiempos. nuevos objetos de aprendizaje, para
facilitar su comprension de manera que los estudiantes resuelvan problemas

razonando logicamente y no mecanicamente.



CAPITULO I
MARCO TEORICO Y CONTEXTUAL
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2.1. Marco Teorico.

2.1.1. Antecedentes de la investigacion.

Los trabajos de investigacion que tienen similitud con nuestra linea de estudio y que nos
han servido de base para nuestra investigacion las hemos organizado cronolégicamente.

Estas investigaciones son:

v’ Villareal T, Margarita (2006) en su tesis investiga sobre “La importancia de las
Estrategias de FEnsefianza en el logro del Aprendizaje en Alumnos
Universitarios”. Es una investigacion cualitativa (investigacion-accion) y la
técnica que utilizd para el acopio de datos fue la observacion.

En su investigacion concluye:

“El objetivo de las estrategias de ensefianza es estimular al alumno a gestionar su
aprendizaje de manera auténoma y significativa los contenidos curriculares, es
decir promueve que los alumnos establezcan relaciones significativas entre lo que

ya saben y la nueva informacion” (Villareal, 2006, p. 108).

v La investigacion de Astrid Morales (2009) “La graficacion-modelacion y la
Serie de Taylor. Una socioepistemologia del Calculo”, presenta los resultados de
una investigacion acerca de la resignificacion de la Serie de Taylor en una
situacion de modelacion del movimiento, en la cual muestra la importancia de que
se tome en cuenta en el discurso matematico el aspecto funcional de la Serie de
Taylor. Senala que en su investigacion se puntualiza el papel de la prediccion
como practica que va conformando la serie de Taylor, teniendo como ejes
principales la situacion creada por la prediccion y el binomio graficacion-
modelacion, en cuanto practicas sociales. Plantea que la modelacion genera
conocimiento matematico que se construye relacionando los resultados obtenidos
con los contenidos planteados a la luz de los trabajos de Newton. Para su

comprobacion se disefid una situacion ad hoc.



v

La tesis doctoral de Code Valcarce (2009) “Anadlisis de la comprension de los
conceptos de serie numérica y su convergencia en estudiantes de primer curso
de universidad utilizando un entorno computacional” analiza la comprension de
los conceptos de serie numérica y su convergencia en estudiantes de primer curso
de universidad utilizando, a partir de un paradigma de investigacion de la teoria
APOS (Action, Process, Object, Schema) desarrollada por Ed Dubrinsky y su
grupo de investigacion de RUMEC.

Para analizar la comprension de estos conceptos Myriam Code formula los

siguientes objetivos:

Estudiar el desarrollo historico del concepto de serie numérica y su convergencia.
Realizar una descomposicion genética del concepto de convergencia de serie
numérica.

Describir niveles de comprension que permitan explicar como los estudiantes

conocen la convergencia de series numéricas.

La investigacion (2014). El concepto de serie numérica. Un estudio a través del
modelo de Pirie y Kieren centrado en el mecanismo “folding back” desarrollado
por Delgado Martin, Laura., Codes Valcarce, Myriam., Monterrubio Pérez, M.
Consuelo., Gonzalez Austidillo, M. Teresa, se enfoca en analizar y caracterizar el
proceso que sigue un grupo de alumnos universitarios para construir una serie

numérica y determinar su convergencia.

Para lograr su objetivo analizan las tareas de un grupo de estudiantes en su
ambiente habitual en el aula, siguiendo el modelo propuesto por Pirie y Kieren.
En esta actividad los expertos pudieron describir su progresion a partir de distintos
niveles de compresion y verificar la necesidad de volver atras y realizar una vuelta

a niveles inferiores de comprension mediante el mecanismo “folding back”.

Rodriguez Meléndez, Oscar Alberto (2016) en su investigacion “Serie estocdstica
de Taylor-1to y métodos numéricos para ecuaciones diferenciales estocdsticas”,
presenta una revision de la version estocastica de la serie de Taylor-1t6 y algunos
de los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales. Concluye su

investigacion con una aplicacion a un modelo de finanzas.
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v Jiménez Y. (2018) en su investigacion “Estrategias ludicas para la enseiianza-
aprendizaje de la matemdtica a nivel superior”, sostiene que “el uso de juegos
en la educacion matematica es una estrategia que permite adquirir competencias
y destrezas en el desarrollo del pensamiento l6gico de una manera atractiva para

el estudiante”.

El papel actual del docente en el contexto del nuevo milenio ha tenido que
enfocarse en el paradigma tecnoldgico y entender que su papel en el aula es de
guia o facilitador del conocimiento. Al docente en este nuevo paradigma le “recae
la responsabilidad del disefio y planeacion de estrategias partiendo de la
observacion, de los estilos de aprendizaje para cuantificar en un grupo
heterogéneo la manera mas eficaz de aplicar una estrategia, si funciona o se debe

cambiar” (Rosales Almazan, 2018).

v" Arnal (2019) en su tesis doctoral “Limite infinito de una sucesion: fenémenos
que organiza” se fundamenta en estos cuatro pilares: la fenomenologia dada por
Freudenthal, el Pensamiento Matematico Avanzado, los Sistemas de

Representacion y la Teoria APOS.

Mediante un estudio tedrico estudiaron tres fendmenos organizados por una
definicion del limite infinito de una sucesion: crecimiento intuitivo ilimitado,
decrecimiento intuitivo ilimitado, considerando un enfoque intuitivo, e ida-vuelta

en sucesiones de limite infinito, a partir de un enfoque formal.

La fase experimental la dividieron en dos partes: el estudio de libros de texto y el
analisis de grupos de discusion del profesorado en activo. Analizaron una muestra
de 35 libros de textos en los cuales observaron los tres fendémenos de la

investigacion.

Abordaron ademas los diferentes perfiles de los alumnos y alumnas del master en
formacion del profesorado en matematicas, con la creacion de un protocolo de
actuacion aplicado a 27 estudiantes, y un analisis cualitativo de los comentarios

surgidos durante en un grupo de discusion.
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2.1.2. Fundamentos teoricos educativos.

Esta investigacion esta orientada a las estrategias didacticas de la ensefianza para el area
de las matematicas. Sin embrago para proponer estrategias que ayuden a la ensefianza de
las matematicas, en este caso, para la ensefianza de los criterios de convergencia de las
series infinitas y las series de potencias, es importante esbozar las teorias cognitivas de
aprendizajes para comprender como se construye el conocimiento, y asi poder elaborar

una buena propuesta.

(Guy Brousseau, 1999) en su articulo “Educacion y Diddcticas de las Matemdtica”
explica su Teoria de Situaciones Didacticas que desarrolld en los afios setenta y afirma
que “la teoria de situaciones didécticas se presenta actualmente como un instrumento
cientifico que tiende a unificar y a integrar los aportes de otras disciplinas y proporciona
una mejor comprension de las posibilidades de mejoramiento de la ensenanza de las
matematicas”.

Las teorias cognitivas que seguimos en esta investigacion son del enfoque constructivista

de Piaget, Ausubel y la teoria de situaciones didacticas de Guy Brouseau.

2.1.2.1. Teorias Constructivistas.

Las teorias constructivistas nacen de las investigaciones de Piaget, Vygotsky, Ausubel,

de los psicologos de la Gestalt, Bartlett y Bruner.

(Pimienta Prieto, 2005) Sostiene que “no existe una sola teoria constructivista, sino que
existen aproximaciones constructivistas en la educacion, las matematicas, en la
psicologia educativa y la antropologia, al igual en la educacion basada en las
computadoras”.

(Carretero, 1993, p. 21) “que el desarrollo de la persona tanto cognitivamente como en
sus comportamientos sociales y afectivos, no depende unicamente del ambiente o de sus

estructuras internas, sino de la combinacion de ambos factores”.

Piaget, hombre de ciencias afirmaba que tanto el aprendizaje como el desarrollo psiquico
son el resultado de un proceso de equilibracion. Y sostenia que la construccion genética
de los aprendizajes pasa por los siguientes procesos:

v Asimilacion: es el proceso que se da al incorporar los nuevos conocimientos.

12



v Acomodacion: es la parte donde se crean nuevas estructuras cognitivas mentales
para acomodar los nuevos conocimientos. Identificd los cuatro factores que
intervienen en el desarrollo de las estructuras cognitivas: maduracion, experiencia
fisica, interaccion social y equilibrio. En esta etapa se produce el conflicto

cognitivo que impulsa el desarrollo del nifio (individuo).

Ausubel, en esta misma linea le da mas importancia a la instruccidn, ya que entiende que
el aprendizaje debe construirse en la interaccion que se produce al relacionar los
conocimientos previos con la nueva informacion. Es decir que las estructuras cognitivas
existentes cuando se incorporan a la nueva informacién generan un aprendizaje
significativo. Ausubel resalta las bondades del aprendizaje significativo, dice que:

e Facilita la adquisicion del conocimiento.

e Retencion duradera de la informacion.

e Desarrollo del aprendizaje activo.

Guy Brousseau y la teoria de situaciones didécticas se detallan en el epigrafe 2.1.3.2.

2.1.2.2. Enfoques de la educacion.

Un enfoque en el mundo de la educacion es la manera propia de pensar y desarrollar una
practica docente, amparada por la ideologia que se vive en el contexto donde se desarrolla.
Razén por la cual existen muchos modelos o enfoque pedagogicos y cada uno de ellos
tiene una mistica de como ensefiar de acuerdo con las caracteristicas y estilos de

aprendizaje de la poblacion.

También se conoce como paradigmas en la educacion. Saturnino De La torre lo define
(De La Torre, 1996) como “estructura de racionalidad cientifica compartida por una
comunidad de cientificos o profesionales que proporciona el marco referencial para la
elaboracion de teorias, investigacion, y solucion de problemas, en una determinada area
de conocimientos”.

En otro orden de ideas es importante sefialar que las estrategias enfocadas en la ensefianza
dependeran del enfoque o paradigma que se tenga de la educacion. Entre los distintos

enfoques tenemos:

13



a) Conductista.
En este enfoque el docente no toma en cuenta el proceso del desarrollo del aprendizaje,
sino que se centra en el comportamiento del alumno.
La institucion desarrolla los contenidos que se le van a entregar a los alumnos, y sujeta al
docente a unos contenidos organizados y previamente disefiados a los cuales debe cefir

su practica docente.

b) Humanista
Este enfoque fomenta la autonomia del alumno, a través de un ambiente positivo para el
desarrollo del proceso de aprendizaje. El alumno es el centro y tiene un papel activo, en
el cual gestiona su aprendizaje de manera participativa y en colaboracion con los demas.
El docente a su vez es una guia para el alumno que fomenta el dialogo, a través del cual
se desarrolla el proceso de ensefnanza- aprendizaje. La evaluacion se centra en el proceso

de desarrollo de la persona.

¢) Cognoscitivista
En este enfoque la ensefianza se realiza a partir de los conocimientos previos del alumno.
Se centra en las estrategias cognoscitivas y metacognitivas para organizar los
conocimientos, y realizar tareas mas complejas.
El docente es un facilitador y entrenador de conocimientos, interviene en distintas fases
del proceso de aprendizaje. La evaluacion se realiza a partir de las estrategias utilizadas
en el proceso y se evalla tanto los conocimientos como las competencias o habilidades

del alumno.

d) Heuristico
Este enfoque se realiza en un ambiente ludico con los medios didécticos adecuados. Se
utilizan herramientas tecnoldgicas como juegos educativos, simuladores, juegos
exploratorios, etc. El conocimiento se produce a partir de la experiencia y del
descubrimiento, que gestiona el alumno. El docente acompafia, guia y promueve la

autogestion, y evalta los logros alcanzado y los conocimientos adquiridos.

14



e) Por Competencias
Es un modelo educativo que entiende que lo que se va a aprender en la institucion
educativa deber util y necesario para ayudar a los alumnos a enfrentarse a las situaciones

del mundo real.

La competencia se enfoca en la adquisicion de conocimientos y la puesta en practica de

estos. Experiencia y practica van de la mano en el proceso de educativo

Los pilares de este enfoque son el aprendizaje significativo y la funcionabilidad, que se
logran trabajando conjuntamente sus destrezas, habilidades y fomentando sus valores y

compromisos con la sociedad que los va a recibir.

El docente juega un papel de mediador del conocimiento. Disefia sus estrategias para
orientar, promover al aprendizaje significativo y valorar los distintos puntos de vistas de
sus alumnos. Ademas de facilitar situaciones y entornos reales con los que se van a

encontrar en su vida profesional.

2.1.2.3. Didactica General.

[An Amos Comenuis (1592-1670) es considerado el padre de la pedagogia. Fue el que
introdujo y defini6 la palabra didéactica en su obra Diddctica Magna. Pasé a la historia
predicando “Enseriar todo a todos, totalmente”, frase que lo catapult6 en la historia

de la pedagogia al relacionar la didactica con el arte de ensedar.

Etimoldgicamente la palabra didéactica proviene del vocablo griego “didaktikos” esta
compuesto por una doble raiz docere que significa ensefar y discere aprender, es por
tanto un proceso activo y participativo, ya que el que ensefia (docere) a su vez aprende
en este proceso de sus estudiantes y colegas, a mejorar sus estrategias de ensefianza.
Por otro lado, el estudiante (discere) es capaz de aprovechar una ensefianza de calidad
y aprender a aprender, y de prepararse para enfrentar los desafios de un mundo en

constante cambio.
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(Medina R. y Mata F., 2009) definen la didactica como “la disciplina o tratado
riguroso de estudio y fundamentacion de la actividad de ensefianza en cuanto propicia
el aprendizaje formativo de los estudiantes en los mds diversos contextos”. En ese
orden de ideas se puede decir que la didactica como disciplina se centra en el analisis

de las técnicas y métodos de ensefianza.

La didactica especial abarca al estudio de la aplicacion de los principios generales de
la didéctica, en el campo de la ensefianza de cada disciplina. Esta en relacion estrecha

con el nivel de ensefianza, y de cada disciplina en particular.
2.1.2.4. Didactica de las Matematicas.

La didactica de la matematica ha pasado por un proceso de evolucion desde pura
metodologia y procedimientos para resolver ejercicios mecanicamente, a desarrollase
como una ciencia que considera los multiples factores que intervienen en la

construccion de conocimiento en matematica.

La didactica de las matematicas se ocupa de todos aquellos elementos y aspectos que
forman parte de proceso de ensefanza-aprendizaje, esto es en cuanto a metodologias,
teorias de aprendizaje, recursos, etc., para facilitar a los docentes las herramientas
necesarias para impartir sus clases de manera proactiva, pertinente y creativa de acorde

con las exigencias del mundo actual.

En la actualidad se concibe la Didactica de las Matematicas como ciencia, en la que se
considera los distintos aportes en sus diferentes etapas de evolucion. (Vidal C.
Roberto, 2009) afirma que “para investigar en Didactica de las Matematicas, es
necesario contar con un equipo multidisciplinar en el que existan personas de solida
formacion matematica”. Los didactas de la matematica permiten la conexion entre los

matematicos profesionales y los educadores matematicos.

A Guy Brusseau le debemos este gran aporte, es considerado el padre de la didactica
de las matematicas por su “Teoria de Situaciones Didacticas” que desarroll en los
afios setenta. Formula su teoria en el paradigma del constructivismo de Piaget y toma
elementos de Ausubel (el aprendizaje significativo) y de Vitgosky (aprendizaje

colaborativo).
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La Teoria de Situaciones Didacticas es un modelo de interaccion entre el sujeto y un
medio del que requiere conocimientos previos (Brousseau Guy, 1999). La situacion

didactica la construye el docente intencionalmente.

El medio es el conjunto de interacciones que se produce entre el sujeto, el profesor y

el saber. Describe la situacion didactica en cuatro fases.

Situacion Didactica.

e Situacion de accion: el sujeto actia en el medio que el docente prepara
intencionalmente tomando en cuenta sus conocimientos 0 esquemas previos. En
esta situacion el sujeto recibe informacion del medio en el cual acciona y se
retroalimenta de él.

e Situacion de formulacion: el sujeto construye conocimientos a partir de las
observaciones realizadas por terceros para luego comunicarlas. Formula un
mensaje, lo comunica y lo comparte con los terceros (companeros).

e Situacion de validacion: en esta fase el sujeto tratard de justificar lo que realizo,
comprobando lo que hizo o lo que hicieron los demads (terceros). Justifica por si
mismo las estrategias que utilizo, si es o no la adecuada.

e Situacion de institucionalizacion: es esta etapa final se definen las relaciones entre
la produccién del alumno con el saber cultural. Es decir, se institucionaliza el

concepto matematico.
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Situacion a-didactica.

La situacién a-didactica esta dentro de la situacion didactica, se da cuando el alumno
hace suya la situacion, mientras que el docente toma distancia permitiéndole al alumno
o alumnos que se apropien de la situacion. El docente establece las reglas mediante
un contrato didéctico y, por otro lado, el alumno debe saber que el problema planteado

estd a su alcance con los esquemas o conocimientos previos que posee.

Las fases de accion y formulacion son situaciones a-didacticas que estan dentro de la
situacion didéctica construidas intencionalmente por el docente. En la fase de
validacion el docente orienta y pregunta sobre lo realizado, y en la etapa de

institucionalizacion el docente interviene y le da estatus al saber adquirido.

En la Teoria de Situaciones Didacticas se valora mas el proceso de resolucion que el

resultado del problema. El alumno aprende de su error y del error de los terceros.

2.1.2.5. Estrategias didacticas de la ensefianza.
Las estrategias de ensefianza se pueden definir como el conjunto de actividades de

ensenanza que se planifican de acuerdo con las necesidades que se presenten en el aula.

(Moreno,1998) define las estrategias de ensefanza como “los procesos de toma de
decisiones en los cuales el estudiante elige y recupera los conocimientos que necesita

para complementar una determinada demanda u objetivo”.

La ensenanza es una actividad social, comunicativa en donde se estimula y activa el
aprendizaje significativo en los distintos ambientes (aula, aula virtual, fuera del aula) del

contexto cultural del nuevo milenio, ya sea de manera sincronica o asincronica.

En los nuevos entornos de ensefianza las teorias de ensefianzas- aprendizajes han sido
cuestionadas sobre su pertenencia y efectividad en la educacion de la generacion de este
nuevo milenio. Reflexionar sobre la incorporacion de las nuevas tecnologias al mundo

educativo ya es una realidad.

“La innovacion digital de las universidades plantea el reto a sus responsables de
reconvertir a estas organizaciones, caracterizadas por un modelo formativo basado en
la presencialidad, por otro mas flexible o mixto en el que coexisten la actividad

presencial y en linea (a distancia). De hecho, cabe hablar de un cambio de paradigma
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en la concepcion de la formacion universitaria, que se reorienta hacia nuevos enfoques,
buscando una enseiianza mds sostenible”. (De Pablos, J.M. y Coléas, MP y otros autores
2019).

Dentro del conjunto de las estrategias didacticas para la ensefianza citamos las siguientes:
aprendizaje autonomo, aprendizaje basado en problemas, aprendizaje colaborativo, clase
invertida, clase magistral, exposicidon, gamificacion, informe de lectura, lluvia de ideas,
mapas mentales, métodos de proyectos, trabajo de casos, trabajo colaborativo, trabajo en

equipo, etc.

2.1.3. Fundamentos teoricos matematicos.
2.1.3.1. Limite, convergencia e infinito.

El concepto de limite y el concepto de convergencia estan intimamente relacionados.
Cuando hablamos de convergencia de una serie infinita, estamos hablando de limites, es
decir que esa suma infinita de términos converge en un nimero real. Ambos conceptos
relacionan dos contrarios que desde la antigua Grecia se ha debatido esa controversia:

infinito y finitud.

El concepto del infinito ha sido un tema controversial desde tiempos inmemorables. Las
dudas existenciales cuestionaron a los pensadores griegos, quienes se preguntaban si el

espacio o el tiempo serian finitos o infinitos.

El aspecto religioso y filoséfico no se puede separar de la evolucion del concepto de
infinito en la cultura griega. Aqui abordaremos el infinito matemadtico, pero unas

pinceladas sobre su historia y evolucion en la cultura griega parece necesario.
2.1.3.2. El concepto de infinito y su evolucion.

Anaximandro fue el primero que planteo (s, VI a. ¢) el problema del infinito. Consideraba
que todas las cosas estaban hechas de la primera sustancia, que es el dpeiron, el cual lo
concibié como algo infinito, ilimitado y eterno. El infinito en Anaximandro es inabarcable,

es el Todo y no existe nada fuera de él.

Zen6n De Elea (s V a.c) desarrolld cuatro paradojas acerca del infinito y lo infinitesimal
razon por la cual es considerado como un precursor de la matematica. La paradoja mas

conocida es la de Aquiles y la tortuga. En esta paradoja Zenon consideraba que el espacio
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y el tiempo eran infinitamente divisibles. Don mil afios después el surgimiento de la teoria

de las series infinitas contradice las afirmaciones de Zenon.

Aristoteles con el fin de resolver las paradojas de Zenon, de las que derivan la nocion de
lo continuo, plante6 dos concepciones del infinito: el infinito potencial y el infinito actual.
El infinito actual era el absoluto, inalcanzable para todo mortal. Consideraba que el

continuo estaba formado por indivisibles, contradiciendo la postura de Zenon.
Se distinguen tres etapas en el desarrollo del concepto del infinito:
e Elinfinito actual y el infinito potencial de Aristoteles

e La aceptacion del infinito actual como un proceso mental que va mucho mas alla
de lo podemos imaginar y experimentar.

e Los transfinitos de Cantor quien formaliza y distingue dos tipos de infinitos: el
infinito alcanzable correspondiente al infinito actual y el infinito inalcanzable

que es el infinito potencial” (Dubinsky, E., Weller, K., 2005 b)

2.1.3.3. Desarrollo de las series infinitas

Codes Valcarce (2009) “utiliza la historia de la matematica para identificar puntos clave en

el desarrollo del concepto de convergencia de serie numérica”.
En ese orden de ideas desarrollamos brevemente estas cinco etapas:
v La etapa griega.

En esta etapa el manejo de las series se desarrolla en un contexto geométrico,
basicamente sobre trabajo de cuadraduras. Los primeros vestigios sobre las sumas

infinitas aparecen en las paradojas de Zendn y en los trabajos de Arquimedes. La
paradoja de la Dicotomia de Zendn aparece la progresion geométrica de la razoén > €n

la que pretende demostrar que el inicio del movimiento es imposible, ya que antes de
que una persona recorra una distancia dada, debe recorrer primero la mitad de esa
distancia, y la mitad de la mitad de esa distancia y asi sucesivamente, por lo que nunca

se llegaria a la meta.

En “Elementos de la historia de las matematicas” Bourbaki (1976) dice “Arquimedes
es considerado el padre del calculo infinitesimal por su trabajo sobre la Cuadratura de

la parabola”, donde demuestra que el area bajo el arco de la pardbola es cuatro tercios
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el area de un tridngulo inscrito con la misma base y la altura en esa region. Para
probarlo Arquimedes, por la reduccion al absurdo, sostiene que esa area no puede ser
menor que el area del triangulo inscrito y por el método de exahuscion o agotamiento
calcula dicha area. En estos célculos se vislumbra las primeras integraciones en la

historia de las matematicas.
La etapa medieval.

En este periodo se produce un avance sobre las concepciones del infinito y el

movimiento, al aceptar los procesos infinitos.

Se destacan en esta etapa Leonardo de Pisa con su obra Fibonacic, Ricahrd Swineshead
con su obra Calculator y Nicolas Oresme con sus obras De proportionibus
proportionum, Quaestiones super geomtriam Euclidis y algoritmus proportiomum
Este ltimo realiz6 estudios de las series matematicas infinitas y el uso de nimeros

fraccionarios como bases y exponentes.

Boyer (1974) sostiene que “Os matemadaticos do Ocidente durante o século quatorze
tinham imaginagdo e precisdo de pensamento porém faltava-lhes técnica algébrica e
geométrica, por isso suas contribui¢oes ndo foram no sentido de estender a obra
classica mas no de sugerir novos pontos de vista, entre quais um interesse por séries

infinitas, um topico essencialmente novo” (p. 194).

Es decir que los matematicos de occidente no se limitaron a repetir los aportes de los
clasicos matematicos, sino que hubo originalidad, sin embargo, les faltaba técnica en
algebra y en geométrica, y su gran novedad fue el nuevo punto de vista de las series
infinitas y la superacion del “horror al infinito” que arrastraban desde las

concepciones de la antigua Grecia.
Etapa de desarrollo.

Los matematicos del siglo XVII heredan las técnicas infinitesimales que se

desarrollaron en el siglo X VI, paso previo al nacimiento del calculo infinitesimal.

Se le atribuye a Newton y a Leibniz la creacion del célculo infinitesimal porque
fueron ellos los que plantearon el problema de la tangente y su relacion con el calculo
de areas. Los aportes de estos gigantes de las matematicas conducen a un nuevo
concepto de series infinitas, las cuales ademds de ser una herramienta para hacer

calculos aproximados, es una forma de representar una funcién. A pesar de estos
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grandes avances, no se lleg6 demostrar la convergencia de las series, situacion de la
que era consciente Newton, quien intuia que las series de potencias que el introdujo al

argot matematico, eran convergentes para valores muy pequefios de las variables.

(Bourbaki, 1976) nos dice que “Mercator abre perspectivas nuevas sobre las
aplicaciones de las series, y fundamentalmente de las series de potencias, a los
problemas denominados <<imposible>>...Newton a partir 1665, Gregory en 1668, y
Leibniz a partir mds o menos de 1673, se consagran fundamentalmente al tema de

moda, las series de potencias” (p. 253).

Newton intuy6 que, asi como se operaba con expresiones polindmicas, también era
posible operar con series infinitas. Sin embargo, no se ocupd de publicar su teorema
que hoy conocemos como el binomio de Newton. Fue John Wallis quien lo public6 en

1685 en su Algebra, atribuyéndole a Newton este gran aporte a las matematicas.

(a+b)" = (:)l) ab + (n) a1+ (11") a* 2 4+ ...+ (

1 Jabr~t + ()b

n—1

n-k

(a+b)" 2 (2) ak-mpn

k=0

Otros personajes destacados en esta etapa de desarrollo fueron: Frangois Victe, quien
desarroll6 la férmula de la progresion geométrica; Gregorio de Saint Vincent, quien
sumo la serie geométrica; Bonaventura Cavalieri celebre por su teoria de los
indivisibles; James Gregory se conoce por la serie que lleva su nombre, la serie del

arco tangente, y utilizoé por primera vez la palabra convergencia.
Etapa del rigor matematico y formalizacion de las series.

La formalizacion de los conceptos de limites, derivadas, integrales y series de
potencias empez0 en la primera etapa del siglo XVIII hasta mediados del siglo XIX.
Los matematicos estaban conscientes de la necesidad de la prueba y del rigor en los

procesos. El siglo XVIII fue donde se comenzo a aplicar el rigor matematico.

La integral no solo se manejaba como el area de bajo una curva o como el limite de
una suma, sino que se empezd calcular como el proceso inverso de la derivada
(antiderivada), y se recurria a las series para aproximar resultados cuando no eran

posibles con el Teorema Fundamental del Calculo.
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Cauchy dio un paso importante en el concepto de integral al reformularla como el

limite de una suma, y Reimann la definié tal como aparece hoy en los textos.

fbf(x)dx =lim Zn: f(x)Ax
. i=1

Se manejaban las series de potencias convergentes sin estudiar su convergencia. No
estaba claro cuales criterios debian verificarse para que una funcidon se pudiera
desarrollar como serie. Por otro lado, la divergencia de algunas series fue un tema
controversial ya que muchos matematicos dudaban de los resultados obtenidos con
estas series. Cauchy y Abel llegaron al extremo de censurar el uso de las series

divergentes.
Otros personajes importantes fueron:

Brook Taylor trabajo en las aproximaciones polindmicas de funciones trascendentes

y su trabajo publicado en 1715 fue una de las primeras obras completas sobre el tema.

Colin Maclaurin quien en su obra “Treatice of fluxions” dio la forma geométrica al

criterio de la integral para la suma de una serie.

Euler diferencié las funciones en algebraicas y trascendentes, y plante6 que las
trascendentes vienen dadas por series infinitas que se pueden expresar combinando un
numero infinito de veces de expresiones algebraicas. Muestra de ello es el numero e,
conocido como el nimero de Euler.
1 n

lim (1 + —) =e

n—oo n
(Klime, 1992) La falta de rigor de los trabajos de Euler para justificar el uso de las

series divergentes “no hicieron logico el trabajo del siglo” (p. 432).

Gauss fue el primero en publicar un trabajo riguroso sobre la convergencia de la serie
en su articulo Disquisitions Generales Circa Seriem Infinitam, en el cual estudi6 las
series hipergeométricas y donde se rectifico su definicién de serie convergente,
utilizando el criterio del cociente. Se centr6 a estudiar series convergentes concretas,

por lo que no concluy6 una teoria general de convergencia.
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2.2. Marco Conceptual.

Este epigrafe tiene como principal objetivo conceptualizar algunos términos matematicos
que son de suma importancia manejar para abordar los criterios de convergencia de las

series infinitas y las series de potencias, estos términos se definen a continuacion:

Sucesion infinita.
(Stewart, 2012, p. 690):
“Una sucesion es una lista infinita de nimeros escritos en un determinado orden, donde

a, es el primer término, a, es el segundo término y a,, es el n-ésimo término”.

Por consiguiente, una sucesion es una funciéon f(n) cuyo dominio son los enteros
positivos [0, ), donde a,,,; €s su sucesor y 7 es un nimero entero positivo.

Su notacion {a,} o {a,}ro

Sucesion convergente.
Se dice que una sucesion {a,} tiene limite L

lima,=L o a,—-L cuandon - o

n—>oo
Si el limite es un nimero real R, es decir que existe, entonces se dice que la sucesion es

convergente, si no existe entonces es divergente.

La sucesion {a,} converge en un limite L

Si para € > 0 existe un hay un entero N tal que n > N entonces |a, — L| < €

a, A para n> N toda a,, a, A
estien(L—¢&,L+¢g) -
1 L4 1
1 .. 1
L+gf-------- O L+egl-------- ® o
L L I ; ® o o
~ | e ® ® ® ® i
L—gl------ - R m—mm L—gf---—-—————--- dmmmmm— -
o s I
B 1 1
L ST B R R n I R N B R n
123...N 123 ... N
a) b)
a, An A
L]
. i i
L+tel-———————- . —————=— L+c | - -
L * e Li—4 83232 2s2sss
L—sl-———-- e it L fotmmmmm oo
L] 1 1
' 1
IR S SR A n A R R S R R N R n
123 N 123..N
c) d)

Fuente: Dennis G. Zill y Wright W., 2011
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Sucesion divergente.

Silima, n - o no existe se dice que la sucesion es divergente.

lima, = x

n—->oo

Limite de una sucesion.

Sea L un nimero real y f'una funcion de variable real tal que
lim f(x) =L
n—>oo

Si {a, } es una sucesion tal que se verifica que f(n) = L para cada entero positivo 7,

entonces lim a,, = L

n—-oo

Ejemplo: sea a, = (1 + %)n fx) = (1 + i)x Cuyo lim (1 + i)x = e entonces

X—00

el lim a,, = lim (1 +%)n =e

n—co n—co

Propiedades de los limites de sucesiones.

Son muy parecidas a las propiedades de las funciones de variable real.

Sea lim a,, = Ly lim b,, = K y c es cualquier escalar, entonces:
n—co n—-oo

1) lim(a, £by) =LEK

2) lim ca, =cL

n—-oo

3) lim a,b, =LK

n—-oo

4) lim=2== b, #0yK=+0

n-ooo bp
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Dos Teoremas importantes.

a) Teorema 1: Del emparedado para sucesiones:

Siel lim a, = L= lim b, y si existe un numero entero N tal que a, <c, < b,
n—-oo

n—co

para todo n > N entonces el lim ¢, = L

n—-oo

b) Teorema 2: Del valor absoluto:

Para la sucesion {a,}, si el lim |a,| = 0 entoces el lim a,, = 0
n—oo n—oo

Sucesion monotona.

e Una sucesion {a,} es creciente si {a, } si a,, < a, 1 para todo entero positivo n mayor
que uno.

e Una sucesion {a,} es decreciente si el término anterior es mayor que el término
posterior, es decir a, > a, ., para todo entero positivo » mayor que uno.

¢ Entonces, si sucesion crece es monotona y si la sucesion decrece también es monotona.

e Una sucesion {a,} estd acotada por arriba cuando existe un namero real M tal que
a, < Mpara todo n. El nimero M recibe el nombre de cota superior de la sucesion.

e Una sucesion {a,} estd acotada por debajo para todo nimero real N que sea menor que
la sucesion (N < a,,) para todo n. El nimero N recibe el nombre de cota inferior de la
sucesion.

e Una {a,} estd acotada cuando esta limitada por arriba y por abajo.
Teorema 4: Si una sucesion {a,} es acotada y mondtona, entonces converge.

Series infinitas.
La suma de los términos de una sucesion infinita {a, };—; se denomina serie infinita.

a; +a, +az + -+ a, + -y se representa por el simbolo sigma:
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[oe]

2 a, o simplemente 2 a,

n=1

Sp=X,a;,=a,+a,+as+-+a, entonces S, eslan— ésima suma parcial,

es decir que se detiene en el numero entero positivo que representa n

Si la sucesion {s,} es convergente y su limite existe como un numero real, es decir

lim S,, = S € R, entonces la serie Y, a, se dice que es convergente y se escribe

n—-oo

a,+a,+az+-+a,+---=S — entonces S eslasuma de la serie.

Si por el contrario la sucesion {s,,} es divergente, entonces la serie es divergente.

Serie telescopica.

Una serie telescopica es de la forma Y- by, — by

) ) ) ) 1
Un ejemplo de serie telescopica es: Yy —— cuya sucesiéon a,, = ——, la cual
jemp p Zn—l nn+1) y o am+1)’
1 1 1 :
= — — —— pararealizar su suma
n(n+1) n n+1

descomponemos en sus fracciones parciales a,, =

parcial S,=b,, — b,,, donde b, = % Y by =—

B () (1) + -2+ () (G 2)

Observamos que los términos se van cancelando sucesivamente y su suma parcial se

reduce a:

1
Sp=1——
n n+1
La serie telescOpica es convergente si y so6lo si su sucesion b, es convergente,

cuando lim b,, = L. Si la serie telescopica es convergente entonces su suma es:

n—-oo

S = bl - hm bn+1
n—oo
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Serie geométrica.

Una serie geométrica es de la forma Yy ar® 1 = a + ar + ar? + -

donde 7 es la razdn, es decir el cociente entre el término posterior y el término anterior, y
a es el primer termino. La serie es convergente si la razon es menor que uno (|r| < 1)y

si la razon es menor que uno ( || = 1), la serie diverge.

n-1__¢@

Suma es: Y-, ar —

La serie p.

Es la serie Znip converge si p>1 y diverge si 0<p<1

La serie armonica.

1 1 1 1 . . .
Yoy - :HE + 3+ + - esunaserie divergente por ser una serie p, en donde p=1

Criterios de convergencia.
v Prueba de la divergencia.

Teorema 5: Si la serie )., a, es convergente, entonces lim a, = 0
n—-oo

La prueba de la divergencia nos dice que si el limite de n-ésimo término de la serie
Yim=1 Ay €S cero, la serie podria ser convergente y si el limite de la serie es diferente de
cero la serie es divergente.

Esta prueba no es concluyente, porque los términos n-ésimo de algunas series, como es
el caso de la serie armonica, sus limites son cero y sin embargo son divergentes. Razon

por la cual no se puede concluir que siempre lim a,, = 0 la serie es convergente, pero si
n—>co
podemos afirmar que si el lim a, # 0 la serie es divergente.
n—->oo

v Prueba de la integral.
Este criterio se aplica cuando el término la sucesiéon a, es una funcidon positiva,

decreciente y continua.
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La funcidn tiene que ser continua, decreciente y positiva en un intervalo [a, o), donde a
es un entero positivo, ya que el dominio de las series son los enteros positivos, es decir
que la integral tiene como limite inferior un entero positivo que en la mayoria de los casos

es 1, por consiguiente:
si la serie Y-, a, es convergente si y solo la integral impropia | . f(x)dx es

convergente, si la integral es divergente la serie es divergente

a) Sif loo f(x)dx es convergente, la serie ),/ ; a,, es convergente.
b) Si | loo f(x)dx es divergente, la serie);l-; a, es divergente.

v Prueba por comparacion.

Esta prueba se aplica en las series con términos positivos, y tiene dos partes.

Sea ), a, y 2. b, dos series con términos positivos:

a) Sitenemos una serie ), a, cuyos términos son menores a una serie ), b,, convergente
conocida (}; b, es la serie con la cual la vamos a comparar), entonces la serie ), a,

también es convergente.

Si ). b, es convergente y ) a, <> b, para toda n, entonces ) a,también es

convergente

b) Si tenemos una serie ), a,, cuyos términos son mayores a una serie Y, b, divergente
conocida (3 byes la serie con la cual la vamos a comparar), entonces la serie Y, a,

también es divergente.

Si )b, es divergente y ) a, =) b, para toda n, entonces ) a, también es

divergente
¢) Cuando no se cumplan las condiciones anteriores, es decir, cuando los términos de la

sucesion dada Y, a, sean mayores que los de términos de la serie convergente

conocida ), b,, o cuando los términos de la sucesion dada Y, a,, sean menores que los
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términos de la serie divergente conocida ), b,, recurrimos a la Prueba por
comparacion del limite, es decir
. . a
silim2=c¢
n—oo n

donde ¢ es un numero finito mayor que cero (¢ > 0), entonces ambas series

convergen o divergen.

v" Prueba de las series alternante.

Una serie alternante es de la forma Y, _;(—1)" a,
Si la serie alternante Y, _,(—=1)"a, =a; —a, +a; —a, +---dondea, >0 y se
cumple las siguientes condiciones:

a) a,,; < a, esdecir que es decreciente para toda n.
b) lima, =0
n—-oo
Entonces la serie ),;—,(—1)" a,, converge.

Convergencia absoluta.

(Stewart 2012, p. 732):
“Cuando una serie es convergente en sus valores absolutos))|a,|, se dice que es

absolutamente convergente, por tanto ), a,, es convergente”.

Por ejemplo, la siguiente serie Yooo,(—1)""1 — =14 ——4 5l2 + - es

n2 22 32 42

absolutamente convergente ya que:
o 1 1 o 1 .
21 |(—1)" 1 n_2|=2"=1 — €s una serie p convergente Pp=2>1)

Si no es absolutamente se dice que es condicionalmente convergente.

_11 1 1 1 .
Ye(=1nt —= 1- >+t3— ;1 esunaseric alternante convergente.

ans1 <a, y lima,=0

n—-oo

11 1 1 1 1 . . , .
Yt |(—1)” 1 ;| = Y1 — =142+ +,+ - esdivergente por ser la serie armonica.

Teorema 6: Si una serie ), a,, es absolutamente convergente, entonces es convergente.

30



Las pruebas de la razon y la raiz.
a) Prueba de la razon.

(Stewart 2012, 734):

an+1

v “Si lim |2

n—-oo

| = L < 1, entonces la serie ), a,, es absolutamente convergente
n

(por tanto, convergente).

. s a . .
v Si lim |-*2| = L > 1, entonces la serie Y. a,, es divergente.
n—-oo an
. a . . .
v lim || = 1 el criterio no aplica”.
n—oo an

b) Prueba de la raiz

(Stewart 2012, 736):

v “Si lim |,/an| = L < 1, entonces la serie Y, a,, es absolutamente convergente (
n—oo

por tanto, convergente).

v Si Ai_r)?o"/a”| =L >1,0si Ai_r>£10|,/an| = oo, entonces la serie ), a,, es divergente.

v 7111_{20 |\/a_n | = 1 el criterio no aplica”.

Series de potencias.

La siguiente serie Ym—q €X™ = ¢o + €1 X + c3x% + c3x3 + -+ es una serie de potencia, en
donde ¢, son los coeficientes y x son las variables.

Vemos que para un valor fijo de x la serie se convierte en una suma de constantes que
podemos probar si converge o no converge para determinados valores de x. Por ejemplo,
para c,, = 1 la serie se convierte en una serie geométrica conocida que es convergente para
x| < 1.

Una representacion mas general de la serie de potencias es

[oe]

Z cx—a)"=co+ci(x—a) +c(x —a)* + c3(x —a)® + -

n=0
Se asume que (x —a)? = 1incluso cuando x = a,peroparan=1(x—a) =0,

esto significa que la serie Y,n—,c(x —a)™ = ¢, y converge en ¢,

Teorema7: sobre la convergencia de las series de potencias.
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Para una serie de potencias dada Y, _,c(x —a)™ existen solo tres posibilidades de

convergencia:
a) La serie converge s6lo cuando x = a Su radio de convergencia R = 0
b) La serie converge para toda x Su radio de convergencia R = o

¢) Para un numero positivo R tal que la serie converge en |x — a| < R, y en este caso el

radio de convergencia puede ser:

la=R,a+7], la—R,a + R], [a—R,a+R]| [a —R,a+ R]

Graficamente se representa en la siguiente figura:

convergencia para |x —a| <R

Y

a+R

Q ¢

a—R

» <

X . .
L divergencia para |x —a| >R

Fuente: Stewart, James, 2012; p.743

Representacion de las series de potencias.
Mediante la manipulacion de series geométricas, o a través de la derivacion o integracion

de estas, algunas funciones se pueden representar como sumas de series de potencias.

Los especialistas de la computacion usan mucho esta estrategia para aproximar y

representar mediante polinomios en las calculadoras.

1 [ee]
——=1+x+x%+x3 Z x| <1
1—x —

Ejemplo 1 Expresar como una serie de potencias y determine su intervalo de

convergencia

1 . . . e
a) e manipulando la serie la llevamos a una serie geométrica

_ x\" (="
7+x_7[1( )] = Zin=o7 (7) 2"077”1

n -
7‘L=07n+1 xn_) |7x|<1_)|x|<7_)'7<x<7
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por tanto, |]—7,7[ es su intervalo de convergencia

2
X .y . . .
b) e la representacion obtenida en a se multiplica por x?

(-Dn" ., . x2
X2y, p— +) — x" para obtener la representacion de la serie P

x? =y D" 2
74+x  “N=0 7n+1

Derivacion e integracion término a término.
El dominio la suma de una serie de potencias es su intervalo de convergencia, es decir
que la suma de una serie de potencias es una funcion f{x) cuyo dominio es su intervalo de

convergencia segun los casos sefialados en el Teorema 7.

Los términos de estas funciones se pueden derivar o integrar como se haria con un

polinomio, segun el siguiente teorema.

Teorema 8: Si la serie de potencias ), ¢, (x — a)™ posee un radio de convergencia

R > 0, cuya funcion festa definida por:

f)=cp+c(x—a)+c(x—a)?+ - =¥ gcp(x —a)”

Si es continua y derivable en el intervalo ]Ja — R,a + r[ , entonces:
w d o _
i Zn:oa[cn(x —-a)"] = 21 ne,(x —a)t 1

o JIET=ocn(x—a)"] = Z5Lo [len(x — a)"] dx

® Nota: Tanto en la derivacion como en la integracion los radios de convergencia

R son iguales, pero no se puede suponer los mismo para los intervalos de convergencia.
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Series de Taylor y de Maclaurin.

Los coeficientes de una serie de potencias se obtienen derivando sucesivamente la funcion:

(Stewart 2012, p. 753-754):

fX)=co+tax—a)t+c(x—a)+cx—a)d+c(x—a)*..Ix—al <R
parax =a f(a) =cy

ffx)=ci+2c;(x—a)+3c;(x—a)’+4c,(x—a)*+-- |x—al<R
parax =a f'(a) =c;

f'(x) =2c, +2%3c3(x—a)+3*4c,(x—a)>+4x5cs(x—a)®.. |x—al<1
parax =a f"(a) = 2c,

f"(x) =2%3c3+2x3x4c,(x—a)+3*4*5c(x—a)’+- |x—a| <1
parax =a f""'(a)=2x3c;

Siguiendo la secuencia f"(a) =2%*3 x4 ..nc, =nlc,

f*(a)

n!

n

Teorema 9: Si una funcién f, con un desplazamiento horizontal en a, se puede

representar como una serie de potencias centrada en a

f) = Xizocn(x — @)™ |x —al <R

Entonces sus coeficientes se obtienen mediante la formula

_ '@

Cn n!

Esta serie se denomina

Serie de Taylor centrada en a

n=

o
fO) =3 El (x -y
=f@+" 2 -+ 2@ -a)? + ED (x - a)3 + -

Serie de Maclaurin cuando a=0

w fH0) f1(0) fr1(0) 111(0)
f(x) :Zn=OTx"=f(0)+ o Xt x2 41 3!( x3 4 ..
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Teorema 10: Si f(x) =T, + R, y lim R, (x) = 0, entoces la funcion f'es igual a la
n—-oo

suma Taylor en el intervalo de convergencia |x —a| < R.
T,.: es el polinomio de n—ésimo grado de Taylor

R,,: es el residuo

De este teorema se deduce la desigualdad de Taylor

M

|x —a|**!para |[x —a| <d
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2.3. Marco Contextual.

El contexto de nuestra investigacion es la Universidad Iberoamericana (UNIBE).

Breve Historia.
La Universidad iberoamericana se fundo6 el 12 de enero 1982, mediante un acto en la
Embajada de Espafia. Por medio del Decreto No. 3371 adquirié personalidad juridica, el

12 de julio de ese mismo afio.

El 1 de septiembre de 1983 UNIBE abre sus puertas con las carreras de Derecho,
Ingenieria y Medicina. En 1984 incorpora en su oferta académica las carreras de

administracion de Empresas y Arquitectura y en 1985 incorpora la carrera de odontologia.

En la actualidad la oferta académica de UNIBE consta de 17 carreras de grado y 45

programas de postgrado, con una matricula de 5000 estudiantes y 19,000 egresados.

En la Universidad Iberoamericana (UNIBE) se promueven los siguientes valores:
liderazgo, actitud emprendedora, integridad, sostenibilidad, inclusiéon y diversidad,

excelencia, servicio excepcional y compromiso social.

Principios de Modelo Educativo UNIBE:
e Aprendizaje significativo.
e Autogestion del aprendizaje.
e Aprendizaje colaborativo.

e Enfoque por competencias.

Accionar estratégico del Modelo Educativo UNIBE:
1. Comunidad y Cultura Institucional.
2. Experiencia Educativa Transformadora: que fomenta la perspectiva critica, la
innovacion, la creatividad y desarrollo de competencias.
Investigacion, Innovacion, Emprendimiento.
Vinculacién, Cooperacion e Internacionalizacion.

Desarrollo y Sostenibilidad Institucional.

AN

Transformacion Digital.
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El Departamento de Matematicas pertenece a la Escuela de Estudios Generales, cuyo

eje formativo:

e Conocimiento cientifico y tecnologico.
e Dimension: Ciencias Bésicas Formales
e Competencia: Aplicar conocimientos y habilidades del razonamiento 16gico

matematico, que ameriten el uso del pensamiento critico, analitico y variacional.

Oferta Académica de las Ingenieras:
e Ingenieria Civil
e Ingenieria Industrial

e Ingenieria en Tecnologias de la Informacion y Comunicacion
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CAPITULO III
DISENO METODOLOGICO

Co=y=o9




3.1. Diseiio Metodoldgico.

(Sampieri, 2014) “La magnitud del estudio que se va a realizar es la que determina la
linea de la investigacion. Una investigacion puede irse desarrollando inicialmente desde

un proceso de un menor alcance a uno de un mayor alcance”.

Se clasifican en exploratorios, descriptivos, correccionales y explicativos. Cada uno de
estos alcances tienen procedimientos y disefios distintos. Los estudios exploratorios son

la antesala de las demas investigaciones.

(Ary, Donald y Jacobs, L. Ch., 1999) La investigacion descriptiva interpreta la situacion
del caso o fenomeno que se va a estudiar y parte del contexto existente (las practicas que
persisten, las creencias que predominan, los procesos que suceden) hacia las nuevas
condiciones de la investigacion. En nuestra investigacion identificaremos las estrategias

de la ensefianza que se han usado.

Nuestra investigacion es un estudio no experimental ya que las variables no se han
manipulan en ningn experimento, y el fendmeno se ha observado en su contexto natural.

(Sampieri, 2014, p. 205).

Por lo antes descrito y por la revision que hemos realizado para la situacién problematica

planteada en el Capitulo I:

El alcance de nuestro estudio es descriptivo y no experimental

En nuestra investigacion partiremos de la informacion obtenida de los docentes de
UNIBE que imparten Célculo a los estudiantes de ingenieria.
Se describiran las estrategias que proponemos y se haran las recomendaciones de lugar

tomando en cuenta las realidades encontradas en nuestra investigacion.
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3.2. Enfoque metodoldgico.

El enfoque metodologico de la investigacion es mixto, ya que nos acercamos a la realidad
del problema, en este caso sobre la necesidad de plantear estrategias para la ensefianza de
los criterios de convergencia de las series infinitas y las series de potencias, a través de la

experiencia de los docentes que imparten esa materia en UNIBE.

La poblacion en el presente estudio esta constituida por 4 docentes que imparten Célculo
en UNIBE a los estudiantes de ingenieria, del Departamento de Matematicas de Estudios
Generales. Por el tamafio de la poblaciéon no tomaremos muestra, es decir que

trabajaremos con toda la poblacion.

Las informaciones se recopilaran mediante un instrumento de encuesta que se les

aplicard a los 4 docentes asignados a la Escuela de Ingenieria.

En este enfoque se describen situaciones, experiencias, se recopilan y analizan datos que
recopilamos en la encuesta. Por tal razon cae en la categoria de enfoque cualitativo. El
reporte de los resultados es:

(Sampieri, 2014, p. 26):

“Emergente y flexible. Reflexivo y con aceptacion de tendencias”.

Nuestras variables son: estrategias, ensefianza, series infinitas, criterios de convergencia

y serie de potencias.

El supuesto que planteamos es que una adecuada estrategia facilita la ensefianza de los

conceptos senalados.

Series infinitas
(estrategia) = facilita la ensenanza {Criterios de convergencia
Series de potencias
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CAPITULO IV
ANALISIS DE DATOS
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4.1 Analisis de los datos obtenidos.

Como mencionamos anteriormente la poblacion en el presente estudio estd constituida
por 4 docentes, los cuales imparten la asignatura de calculo en UNIBE a los estudiantes
que pertenecen a las Escuelas de Ingenieria, del Departamento de Matematicas de
Estudios Generales. A dichos docentes se les aplicd una encuesta para poder sustentar y
dar rigor a nuestra investigacion. Los resultados obtenidos se detallan a continuacion de

forma grafica para mayor claridad.

FACTORES QUE DIFICULTAN EL PROCESO
ENSENANZA APRENDIZAJE

Otros, especifique
0%

El nivel de
abstraccion que
requiere el tema
33%

Lectura
comprensiva del
libro de célculo
67%

Grdfico 1. Factores que dificultan el proceso de ensefianza.

En el grafico 1 se puede visualizar que:
» 100% (4/4 docentes) coinciden que es la lectura comprensiva del libro de calculo.

» 50% (2/4 docentes) consideran ademas el nivel de abstraccion que requiere el

tema.
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CONTENIDOS QUE DIFICULTAN EL PROCESO
ENSENANZA APRENDIZAJE

0%
Conceptualizacion de 0%

limites

Grafico 2. Contenidos que dificultan el proceso ensefianza-aprendizaje.

40%

4

Conceptualizacion de
sucesion

= Conceptualizacion de
series

= Conceptualizacion del
infinito actual

= Otros

El grafico 2 muestra que:

» 100% (4/4 docentes) coinciden que es la conceptualizacion sobre limites y de

series infinitas.

» 50% (2/4 docentes) consideran también la conceptualizacion sobre sucesiones.
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Otras, especifique

Gamificacion

Trabajo en Equipo

Mapas Metales

Aprendizaje Basado en Problemas (ABP)
Preguntas Intercaladas

Meétodos de Proyectos

Exposicién

Clase Magistral

Clase Invertida

Aprendizaje Colaborativo

Lluvia de Ideas

CLASE

Informe de Lectura

ESTRATEGIAS DESARROLLADAS DURANTE LA

0

Aprendizaje Autébnomo

0.5 1

1.5

2.5 3 35

4.5

Grafico 3. Estrategias desarrolladas durante la clase.

A través del grafico 3, podemos observar lo siguiente:

» 100% (4/4 docentes) utilizaron Clase Magistral.

» 100% (4/4 docentes) utilizaron Trabajo en Equipo.

» 50% (2/4 docentes) utilizaron Aprendizaje Basado en Problema.

»> 50% (2/4 docentes) utilizaron Aprendizaje Colaborativo.

» 50% (2/4 docentes) utilizaron Clase Invertida.

» 25% (1/4 docentes) utilizaron Aprendizaje Autonomo.
» 25% (1/4 docentes) utilizaron Informe de Lectura.

» 25% (1/4 docentes) utilizaron Métodos de proyectos.
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GRADO DE SATISFACCION DEL DOCENTE AL
IMPARTIR EL TEMA

0 [o]

[ Muy mala
EMala
@Regular
@Muy buena
B Excelente

Grafico. Grado de satisfaccion docente.

El grafico 4 muestra que:

» 100% (4/4 docentes) marcaron la escala 3 (regular) al impartir el tema.

» 50% (2/4 docentes) marcaron la escala 2(mala) sobre el rendimiento de los
estudiantes.
» 50% (2/4 docentes) marcaron la escala 1(muy mala) sobre el rendimiento de los

estudiantes.

Segun las informaciones recolectadas podemos afirmar que los docentes presentan una
debilidad mas significativa al momento de realizar el inicio del tema (recogida de

conocimientos previos) explicitamente al abordar la conceptualizacion de limite.

En cuanto al grado de satisfaccion del docente al impartir el tema, la percepcion general
es regular y las estrategias de la ensefianza mas utilizadas fueron “clase magistral” y

“trabajo en equipo”.

Es por esta razon que nuestra propuesta estd enfocada a presentar estrategias para mejorar
la ensefianza de los criterios de convergencia de las series infinitas y las series de
potencias, tomando en cuenta estas informaciones sobre la experiencia de los docentes

que han impartido en la Universidad Iberoamericana (UNIBE).
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CAPITULO V
PRESENTACION DE LAS ESTRATEGIAS DIDACTICAS
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5.1 Generalidades.

Nuestra propuesta didactica para la ensefianza de los criterios de convergencia de las
series infinitas y las series de potencias se desarrollara en dos fases:
5.1.1 Primera fase:

v' Establecer un contrato didactico en donde se explique y se discuta las reglas, estrategias

que se van a desarrollar en el curso.

v" Disefiar una estrategia para activar o generar los conocimientos previos e intuir la idea

de convergencia (ver Anexo:3).

v' Facilitar nuevas informaciones sobre los criterios de convergencia mediante clase

magistral y referencias de libros de textos, videos y recursos en el aula virtual.
v" Revision de los nuevos conceptos a mediante de un cuestionario (Anexo:4)

v' Estrategia de cierre de contenidos: orientar a los estudiantes para que elaboren su propia
tabla sobre los criterios de convergencia detallando cuando aplicarlo y sus caracteristicas

de convergencia y divergencia (ver Anexo: 5).

v" Validacion e institucionalizacion de los nuevos contenidos.

v" Aplicar los nuevos contenidos en un instrumento de correspondencia (un apareo) donde
el estudiante relacione la serie con el criterio de convergencia adecuado para determinar

si converge o diverge (Anexo: 6).

5.1.2 Segunda fase:

v' Facilitar nuevas informaciones sobre las series de potencias y sus radios de
convergencia a través de clase magistral, referencias de libros de textos, videos y

recursos en el aula virtual.

v Fomentar el trabajo en equipo con exposiciones usando la estrategia de clase invertida
(presencial o en la modalidad virtual) para estimular la autogestion del conocimiento y

el aprendizaje colaborativo.
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v' Disefiar una actividad para trabajar en el aula con los siguientes contenidos (ver
Anexo:7).
a) Identificar el radio y el intervalo de convergencia.
b) Representar funciones como series de potencias, centradas en oy en c
¢) Derivar e integrar término a término funciones representadas como series de
potencias.

d) Evaluar una integral definida como serie de potencias.

v’ Preparar una estrategia para organizar la nueva informacion a través de un mapa
conceptual sobre:
a) La serie de Taylor y el desarrollo de su patron.
b) La serie de Maclaurin
¢) Determinar la serie de Maclaurin de la funcion f(x) =e* y su radio de
convergencia.
d) Determinar la serie de Taylor de la funcion f(x) = e* centrada en x=3 y su radio
de convergencia.
e) Utilizar simuladores para representar funciones elementales como series de Taylor

y de Maclaurin

v' Estrategia de puesta en comin sobre la investigacion asignada para la validacion e

institucionalizacion de los nuevos contenidos.

v" Orientar a los estudiantes para que construyan una tabla con las funciones elementales

representadas como series de potencias de Maclaurin.

v Representar graficamente funciones elementales como series de Taylor y de

Maclaurin.

v Aplicacién de los polinomios de Taylor como una aproximacion de funciones

mediante polinomios.
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5.2 Metodologia de las estrategias propuestas.

Con relacion a las fases mencionadas en el epigrafe anterior, es necesario que el docente
implemente metodologias a partir de procedimientos heuristicos que favorece el proceso

de ensefianza-aprendizaje del tema que nos ocupa. A continuacion, se explican una serie

de ejemplos y pasos a seguir para el cumplimiento de las fases antes mencionadas:

/ ESTRATEGIAS PARA PROBAR SERIES INFINITAS

Si lim a, # 0 la serie diverge

n—oo

Identificar si es una serie especial: geométrica, telescOpica, serie p

Verificar si la serie se puede comparar con una serie especial

Verificar si se puede aplicar el criterio de la integral, el del cociente o el de la raiz

S/

Ejemplos de las tres posibilidades de convergencia.

a) Un caso cuando el radio de convergencia es igual a cero (R=0)

Ym—on!x™  Aplicando el criterio de la razon tenemos

An+1
an

. (n+1)1xnt+1
= lim (n+1)™7

n—-oo nlxn

= lim

n—co

|(n+1)nx x

lim | 11m (n +1D]x| <1

n—-oo
Por lo que la serie s6lo converge cuando x = 0

b) Un caso cuando el radio de convergencia es igual a |x — 4| < 1

Yo (x_:) Aplicando el criterio de la razoén tenemos

_a\n+1 A (e
lim [2252] = im S0 P o gy (S iy (1) [ — g
n-ooo |l an nool (m+1) x—-a)n n—-oo (n+1) (x—a)*l nooo \n+1

lx —4] <1 -  3<x<5
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Evaltanos la serie:

-1)" . .
Para x=3 0 ( n) converge en 3 por el criterio serie alternante.
o (MW" . . , .
Para x=4 o —— diverge por ser la serie armonica.

n

Concluimos que:

Su radio de convergencia es R=1 y converge en el intervalo [—3,5) 3<x <5

¢) Un caso cuando el radio de convergencia es o (R = o).

Yo () Aplicando el criterio de la razén tenemos

n=0 p

. ant1| 1 (x-)™1 1 T (x-1)"(x-1) n! T x™
111—>n;>10 an _,lg?o m+D)! - poe | DR (-1 _YILLII.}O (n+1)
Converge para toda x R =0 (—o00,00)

Ejemplo grafico cuando R = ©  (—0, )

yll
S2

1 So

Sa
(0] i x

1
Jo
S\ S3

Fuente: Stewart, James, 2012: p.743

En la figura la curva de color rojo J, es la funcion de Bessel.

[ee]

oo =y S

o 22n(n!)? Es la curva en rojo
n=0 So=1
n=1 S, esla curva azul N
n=2 S, esla curva naranja U
n=3 S3 esla curva morada N
n=4 S, esla curva verde U

|=o<1



Si observamos la grafica veremos que a medida que el nimero de términos aumente mas

se acerca las aproximaciones por serie a la funcion de Bessel (la curva roja).

S, esta mas proxima a J

Ejemplos:
1. Expresar la funcion f{x)= (a2 COmo serie de potencias mediante la derivacion
1 d ( -1 ) 1
- —_— — =
(14x)2 dx \1+x (14x)2

-1 . .
e Expresar — como una serie de potencias:
1+x

oo

1—(1 X 12( x>"‘Z< D

n=0

e Derivar:

o0 [0 (— 1) ] =5, (— 1)
] Zn 0( 1)nnx

[1(x)

Reemplazaranpor (n +1) » [1 (=x)

e Determinar su radio e intervalo de convergencia.

(n+ 1)xn*t
nxm

(n+ Dx"x|
nxm" B

(n+ Dx
m |—

n—-oo

lim

n—co

n—co

= lim|x| <1
n—oo

|x| <1 R=1y suintervalo de convergencia es (-1,1)

1. Expresar la funcion f(x)=In(1 — x) como serie de potencias mediante la integracion.

—ln(1—x)=fﬁdx —>ln(1—x)=—fr1xdx

1 . .
* Expresar — como una serie de potencias:

:_Zn o X"

e Integrar:

In(1 —x) = — [[Eroox™dx = = E3L[f x™] = X7,

TL+1

n+1
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n+1

ln(l'_'x)'_ _£Zn 0

+1

e Determinar su radio e intervalo de convergencia:

n+2 %N X2

n-ooo l(n+1) xn x

=lim |x| <1

n—-oo

*
n-oo l(n+1) xn+1

|x| <1 R=1y suintervalo de convergencia es (-1,1)
2. Expresar una funcién como serie de potencias centrada en ¢
[e'e] n
Zn:o Cn (x - a)

f()——C -3

Mediante un artificio algebraico manipulamos la serie:

5 51
f) = 2(x+3) 9 _-9[1—§(x+3)l

(x+3) gn+1

fO)==3 [;l 2T o() (x +3)" = —5 &, Tt

e Determinar su radio e intervalo de convergencia:

. |2 (x+3) gn+i |2(x+3)|
7113}0 gn+2 T By IS <1
9 . 9 . . 15 3
[(x +3)| < > R= > y su intervalo de convergencia es (— P E)

: : . . 03 :
3. Usar una serie de potencias para aproximar la integral | 0 In(1 + x5)dx en seis

cifras decimales

e In(1+x*)=_ 5

1+x5

n.,.5n
1— ( XS) ZTL O( 1)

5x
1+x5

= 5x* Yoo (1) = 3 (=175 x>+
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(_1)n5x5n+5 . . (_1)n5x5n+5

o In(1+x%) = [[Xroo(—=1)"5 x> ]=x7,

5n+5 n=0  5m+1)
In(1 + x5)22f=o—(_1):f15n+5
o i1+ %) dx =f Ting T dx = By
La integral definida:
21+ %) dx = f [ S U [, SO
(B s, = - - = L2a 10

J,7 In(1 + x%) dx = 0.001214

¢ Elintervalo de convergencia lo encontramos aplicando la prueba del cociente.

x(5n+5)+6 4 5N+6

An+1 = ipiGnes)tel & (1) (sn+6)

lim x(5n+5)+6 (n+1)(5n+6)| _ . x5My11 (n+1)(5n+6)|
nooo l(n+2)[(5n+5)+6] x5n+6 T o (n+2)(5n+11)  x5Mx6 -
n—-oo (n+2)(5n+11) n-co
x] <1 R=1
g COMCDIM o -
Para x=-1 Y7, e DGnre) = =0 i enre CS convergente por el criterio

delaserieP - p>1

(_1)n(1)5n+6 . (_l)n

Para =1 Y=g (n+1)(5n+6) Z’”"W

es convergente por el criterio de
serie alternante— b, < b, y lim b,, = 0
n—-oo

Por consiguiente, el intervalo de convergencia es [-1,1]

5. Representar la funcion f(x) = e* como una serie de Maclaurin.

FO) = T2 5 f(0)=e® =16, =29 & f) = 35,5

n!

f(x)—zno —1+ + + +

e* =Y 0 =1 + + + + - es igual a la suma de su serie de Taylor.
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y=T;(x)

y=T,(x)

y = T,(x)

y = T;(x)

Se observa que Tn (x) es una funcion polinomial de grado n, que se conoce como el
polinomio de Taylor de n-ésimo grado, y que a medida que n crece el polinomio se

acerca mas a la funcion exponencial f(x) = e*.

T,=1+x es la linea recta color negro

2
T,=1+x+ % es la parabola de color azul

%3

2
T3=1+x+z+§

es la funcion potencia verde de grado 3

f(x) =e" es la funcion exponencial de color rojo

Se puede observar que f(x) = T,,(x) + R, (x), donde R,,(x) es el residuo que a medida
que n crece tiende a ser cero.

lim R,(x) =0

n-o
Aplicando el Teorema 11

fD(x) = e* paratodaxysix < d - fMHD(x) = e* <e? > M = e?

d n+1
e |x|

lim ——— [x|*"*! = e? lim ——— =

n-c (n+1)!| | n-oo (n + 1)!

Por consiguiente, se infiere lim R, (x) = 0 para todos los valores de x y de acuerdo con
n—-oo

el Teorema 10 f(x) = e* es igual a la suma de la serie Taylor centrada en x=0 (o la suma

[ee]
x x"
“=Ln
n=0

de la serie de Maclaurin).
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La investigacion que hemos realizado sobre los criterios de convergencias de las series
infinitas y las series de potencias nos ha arrojado datos importantes sobre las estrategias

que se pueden usar para contribuir a mejorar y dinamizar el proceso de ensefanza.

1). Los factores que afectan el proceso de ensenanza de los criterios de convergencia de

las series infinitas y series de potencias.

e En nuestra investigacion constatamos que los profesores de UNIBE que han
impartido este tema, coinciden undnimemente (100%) que el principal factor que

afecta el proceso de ensenanza es la lectura comprensiva del libro de Célculo.

e Un 50% sefialan que el nivel de abstraccion que requiere el tema es otro factor

que se debe tener en cuenta ya que también dificulta el proceso de ensefnanza.

2). Los contenidos que afectan el proceso de ensefianza de los criterios de convergencia

de las series infinitas y series de potencias.

La conceptualizacion de los contenidos que dificultan el proceso de ensefianza esta
relacionada con los conocimientos previos que se deben dominar para comprender el

tema.

Los resultados obtenidos de las experiencias de los docentes que imparten esta asignatura

en UNIBE son los siguientes:

e Un 100% de los docentes encuestados coinciden que la conceptualizacion de los
contenidos de limites y de series infinitas representan una dificultad a la hora de

abordar el tema de las series infinitas y los criterios de convergencia.

e Por otro lado, un 50 % de los docentes encuestados sefialan la conceptualizacion
de sucesion como otra dificultad a la hora de abordar el tema de las series infinitas
y los criterios de convergencia.

e Por los resultados obtenidos podemos afirmar que las estrategias para activar o

generar los conocimientos previos son necesarias.

3). La experiencia de los docentes de UNIBE al impartir el tema de los criterios de

convergencia de las series infinitas y las series de potencias.

56



Todos los docentes encuestados (4/4) marcaron 1 que en la escala de 1 a 5

significa mala (experiencia).

En cuanto al rendimiento de sus estudiantes 2/4 marcaron 1 (rendimiento muy

malo) y 2/4 marcaron 3 (rendimiento regular.

4). Las estrategias que han implementado los docentes en UNIBE al impartir el tema de

los criterios de convergencia de las series infinitas y series de potencias.

A partir del conjunto de estrategias que se le presentaron a los docentes en la encuesta, la

informacion recogida fueron las siguientes.

El 100% de este equipo de docentes han desarrollado las estrategias de ensefianza:

trabajo en equipo y clase magistral.

El 50 % de este equipo de docentes han desarrollado las estrategias de ensenanza:

aprendizaje basado en problemas, aprendizaje colaborativo y la clase invertida.

Un 25% desarrollo la estrategia de aprendizaje autonomo.

Partiendo de los resultados de nuestra investigacion podemos contestar nuestra pregunta

fundamental del planteamiento de nuestro problema.

Las estrategias didacticas para la ensefianza de los criterios de convergencia y de las series

infinitas que se pueden utilizar son:

Estrategias para activar o generar conocimientos previos y estrategias para captar
la atencion de los alumnos, creando situaciones didacticas y situaciones a-
didacticas en el aula tal como lo propone Guy Brousseau en su teoria de
Situaciones Did4cticas.

Construir la situacion didactica mediante actividades basadas en problemas
donde se establezca una iteracion entre el saber, el alumno el profesor y el medio,

estableciendo las reglas de juego mediante un contrato didéctico.

Disefiar la situacion a-didéactica tomando en cuenta el medio y los conocimientos
previos activado de los alumnos, de manera que los alumnos se sientan motivados

para realizar las actividades disefiadas por el docente.
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e Exposiciones de los trabajos asignados en equipos para la formulacion,

conceptualizacion y socializacion de los contenidos investigados.

e Estrategias para la validacion de los nuevos conceptos: cuestionarios, apareo,

preguntas intercaladas, crucigramas.

o Estrategias tecnoldgicas para representar las series de Taylor y Maclaurin usando

simuladores (Desmos, Symbolab, Mathway, Photomath, Mathstep, etc).

Aclaramos que los planteamientos formulados en esta investigacion no son definitivos.
Nuestra intencion ha sido la de contribuir y ayudar a los docentes en el proceso de
ensefianza de los criterios de convergencia de las series infinitas y las series de potencias.
Esta investigacion es un eslabon mdas en el amplio mundo de las estrategias de la

ensefnanza de las series infinitas.
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RECOMENDACIONES
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Tomando en cuenta los resultados de nuestra investigacion y a la vez considerando la
importancia de esta, hacemos las siguientes recomendaciones a los docentes que imparten

el tema de los criterios de convergencia de las series infinitas y las series de potencias.

e Motivar a que sigan investigando sobre las estrategias didacticas para la
ensenanza de los criterios de convergencia de las series infinitas y las series de

potencias.

e Animar a los docentes a que apliquen las estrategias propuestas en nuestra
investigacion, de manera que puedan ser enriquecidas con sus sugerencias y

creatividad.

e Incorporar la tecnologia en sus practicas docentes usando simuladores,

graficadores, y juegos.

e Incentivar a los docentes para que se capaciten y se actualicen con los nuevos
avances de la tecnologia, herramienta valiosa y necesaria en nuestra practica
docente, a través de la cual podemos establecer una mejor comunicacion con las

generaciones de este nuevo milenio.
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Anexo 1

Representaciones graficas de series importantes.

Simulador usado: Desmos

Representacion grafica de la serie de Maclaurin del sin x para n=3.

ejey

20 0 20
eje x

Representacion grafica de la serie de Maclaurin del sin x para n=20.

Se verifica que a medida que n crece el polinomio de Taylor se aproxima con mas
exactitud a la funcién f(x)= sen(x).

ejey

)

eje x

20




Representacion grafica de la serie de Taylor del sin x para n=3 y centrada en c=7.

Se verifica como se traslada la funcion hacia la derecha.

eje X




Representacion grafica de la serie de Maclaurin de f(x) = e* para n=3.

ejey
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Representacion grafica de la serie de Taylor de la f(x) = e* para n=20 centrada c=7
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Anexo 2

Encuesta para los docentes que imparten calculo en UNIBE

Indique cuales de los siguientes contenidos que dificultan el proceso de

aprendizaje de los criterios de convergencia de las series infinitas y las series de

potencias:

No. Contenidos Total

1 Conceptualizacion de limites 4/4
2 Conceptualizacion de sucesion 2/4
3 Conceptualizacion de series 4/4
4 Conceptualizacion del infinito actual 0
5 Otros, especifique 0

Indique cudles de los siguientes factores que dificultan el proceso de aprendizaje de los

criterios de convergencia de las series infinitas y las series de potencias:

No. Factores Total
1 El nivel de abstraccién que requiere el

tema 2/4
2 Lectura comprensiva del libro de calculo 4/4

3 Otros, especifique 0




Indique cuéles de las siguientes estrategias ha desarrollado en clase al impartir el tema

de los criterios de convergencia de las series infinitas y las series de potencias:

No. Estrategias Total

1 Aprendizaje autdbnomo 1/4
2 Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) 2/4
3 Aprendizaje Colaborativo 2/4
4 Clase invertida 2/4
5 Clase magistral 4/4
6 Exposicion 0
7 M¢étodos de proyectos 1/4
8 Preguntas intercaladas 0
9 Lluvia de ideas 0
10 Trabajo de casos 0
11 Trabajo en equipo 4/4
12 Mapas mentales 0
13 Informe de lectura 1/4
14 Gamificacion 0
15 Otras, especifique 0

La escala que vamos a utilizar es del 1 al 5 seglin se indica

1 = muy mala; 2 =mala; 3 =regular; 4=muy buena; S=excelente

No. Conteste las siguientes preguntas 54 3 2 1

(Como ha sido su experiencia al impartir el tema los 4/4
1 | Criterios de convergencia de las series infinitas y las series

de potencias?

(Como es el rendimiento de sus estudiantes al impartir los 2/4 2/4

2 | criterios de convergencia de las series infinitas y las series

de potencias?




Anexo 3

Problema: Calcular la altura y el volumen de la Pagoda 1 y de la Pagoda 2 para 7 pisos,

25 pisos, 100 pisos, de acuerdo con las especificaciones senaladas en el problema.

Pagoda 1: los radios son inversamente proporcional a la posicidon por piso.
. , 1 ey, .
Pagoda 2: los radios son la razon de > elevada a la posicidn por piso.

Se divide el curso en cuatro grupos de estudiantes

El grupol: va a calcular las diferentes alturas de la Pagoda 1
El grupo 2: va a calcular los diferentes volimenes de la Pagoda 1
El grupo 3: va a calcular las diferentes alturas de la Pagoda 2

El grupo 4: va a calcular los diferentes volimenes de la pagoda 2

Pagoda 1 Pagoda 2

Discutir y analizar los resultados con los diferentes grupos.



Anexo 4

a) Revision de los nuevos conceptos a través de un cuestionario.

1. Diferencia entre una sucesion y una serie convergentes
2. Sucesién acotada
3. Serie geométrica:
a) Explicar cuando es convergente
b) Sies convergente, encontrar su suma
4. Definir la serie p.
a) Explicar con ejemplos cuando la serie p es convergente y cuando es divergente.
5. Realizar en resumen de los criterios de convergencia indicando sus caracteristicas

de convergencia y de divergencia



Anexo 5

Aparee correctamente las siguientes series con los siguientes criterios de convergencia.

Coloque el numero de la serie en la casilla No.1

Series No. 1 Pruebas
o Ink oz ..
L, Piiq — ; Por comparacion en el limite
5
2. Yo
=z 6 Serie p
5o,
AT 1 Por comparacion
4. Y1)k~ .
n 8 De la integral
- Tl11
> dnmt (-1pn+ 5 De la razén
o 1 :
6. Yre1 7= 4 Serie alternante
e 8 . o
7. Ynez — 2 Serie geométrica
8. _r 9 De la raiz

Z(X)
n=1(13n+3)3

w  (n+1\" 7 Serie telescopica
Zn=1 ( )

n




Determine si las series del ejercicio anterior son: convergentes (C); divergentes(D);

absolutamente convergentes (Ab. C). Coloque el resultado en la casilla No. 2

Series No. 2
w Ink
LY 5
o 5
Z-Zn=1x_n C

o) n?
3'Z"=1\/nS+11 D

4.3 (- Dk

C
© nll
PITiE b.C
0 1
6. Xk=17— C
o 8
7. Xm=2 57 C
L C

8- Ln=1 Ganea

0.5, ()" P




Anexo 6

Practica sobre la representacion de funciones como series de potencias y sus radios de
convergencia.

a) Defina:
1) Serie de potencia. Escriba la forma mas general de una serie de potencias.

2) Explique cuales son las tres posibilidades de convergencia en una serie de
potencias.

3) Defina radio de convergencia e intervalo de convergencia.

4) Explique cuando el radio de convergencia R es igual a 0. Cuando el radio de
convergencia R =oo

5) Determine el intervalo de convergencia de la funcién de Bessel Jyde orden 0

b) Dadas las siguientes series de potencias, determine su radio y su intervalo
de convergencia.

D Zis—

2) oo

5 (x+6)"

3) Ynsi—p

(x=9)"

4) Xn=1

nn

5) Zn=an!Bx -1)"

6) Trezi—(x—b)",a>0

2n

7) Toea——

n(lnn)?

[ee] (zx_l)n
8) Yn-r g



1))

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

d)

1))

2)

3)

1))

2)

Represente las siguientes funciones como serie de potencias y determine sus
intervalos de convergencia.

fl) =—
f) =—
fO) = 5=
fl) =2
Fo) = =
fQ) = 5=

glx) = % centrada en c=-3

4 J—
glx) = -y centrada en c=3

h(x) = 2;—_1 centrada en c=2

Use la derivacion para determinar una representacion como serie de
potencia y su radio de convergencia para:

f0) =0
60 =3

f(x) = x*tan™1(x3)

Mediante la integracion encuentre una representacion como serie de
potencias y su radio de convergencia para:

fG)=In(1-x)

fx) = f00'3 In(1 + x°) dx



