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Introduccion

Una de las ramas mas importantes de la matematica es el Analisis Matematico. Existen miles de
referencias del analisis, tales como, articulos, libros, conferencias, clases universitarias, etc. Sin
embargo, existen temas novedosos de matematica que son potencialmente relevante por su
aparente relacion con otras disciplinas del area de matematica que son de gran importancia,
pero, no tienen una fundamentacion clara con la formalidad matematica que amerita. Todas las
areas de la matematica comenzaron como una curiosidad de una persona, o como la solucion
de un problema practico muy relevante por sus consecuencias economicas en la sociedad donde

se concretd, o simplemente como consecuencia de las investigaciones previas realizados.

Las integrales de funciones de parte fraccional es un tema novedoso en la matematica, hasta el
momento solo han sido vistas como mera curiosidad por los profesionales y amateur de la
matematica, y no existe una coleccién de trabajos del tema que sea significativa, apenas hay

como mucho alrededor de 50 publicaciones al respecto de un pufiado de investigadores.

En esta investigacion pretende indagar sobre el tema de las integrales de funciones de parte
fraccional para reunir en un solo documento los avances del tema y tratar de conectarla con otras
disciplinas, como la teoria de numeros y el andlisis matematico, que, por ahora es una exética

nueva disciplina.
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Capitulo |. Aspectos Introductorios
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1.1 Planteamiento del problema de investigacion.

La finalidad de este estudio documental sobre las Integrales de funciones de parte fraccional
es indagar sobre los avances que se ha desarrollado alrededor del tema en los Ultimos anos, y
como ha madurado como disciplina matematica. Las integrales de funciones de parte fraccional
son relativamente nuevas y desconocidas en matematicas, muchos matematicos las denominan
integrales “exdticas” por su caracter novedoso. El interés en este tipo de integrales viene dado
por su aparente y hasta ahora desconocida conexion con otras funciones especiales y constantes
matematicas, llamadas también “exéticas”, y con la teoria de numeros, una disciplina muy
madura e influyente en la matematica. Explorar dichas conexiones es de interés matematico y

podria servir de base para hacer estudios posteriores.

Las integrales de funciones de parte fraccional se resuelven usando técnicas inusuales a
diferencia de las integrales convencionales. Investigar dichos métodos y técnicas son también
cruciales en el ambito de la matematica, con el fin de comparar los procedimientos deductivos

con otros métodos proveniente de otras parcelas de la matematica.

Existen muy pocas publicaciones y estudios sobre estas integrales. Reunir los desarrollos y los
avances importantes del area en un solo documento representa un pequefio avance en la

conformacion de una disciplina matematica, pero importante.
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1.2 Preguntas de investigacion
1. ¢Qué relacién existen entre algunas integrales de funciones de parte fraccional con la
constante de Euler-Mascheroni?
2. 4 Cual es la relaciéon de algunas integrales de funciones de parte fraccional con la funcién
Zeta de Riemann y con otras funciones especiales?

3. ¢Como se resuelven algunas integrales de funciones de parte fraccional?

1.3 Objetivos de la investigacion

1.3.1 Objetivo general
Analizar la relacion de las integrales de funciones de parte fraccional con la constante de Euler-

Mascheroni, con la funcién Zeta de Riemann y con otras funciones especiales.

1.3.2 Objetivos especificos
e Determinar las soluciones de algunas integrales de funciones parte fraccional
relacionadas con la constante de Euler-Mascheroni.
e Calcular algunas integrales de funciones de parte fraccional que se relacionan con la
funcién Zeta de Riemann y con otras funciones especiales.

e Analizar algunas integrales de funciones de parte fraccional clasicas y otras inéditas.

13



1.4 Justificacién de la investigacion

La MSC2020 (siglas en inglés de Mathematic Subject Classification) es un documento que
preparan la Asociacién de Editores de revisores de matematica y la zbMATH para regular las
terminologias sobre las distintas disciplinas de la matematica. La MSC es consensuada con la
comunidad de los matematicos de todo el mundo. En la edicion del 2020 el tema “Integrales de
funciones de parte fraccional” no aparece, porque es un tema muy novedoso y aun no tiene
suficientes matematicos que lo estudien y por tanto no figura como una disciplina de la
matematica. Pero tampoco aparece el término funciones de parte fraccional, lo que indica que

no se publican libros ni articulos de matematicas con esos temas de manera rutinaria.

Indagar sobre el tema en cuestidon es fundamental para que se pueda convertir en una disciplina
matematica y que la comunidad de matematicos de todo el mundo pueda hacer referencia y
hablar sobre el tema apropiadamente. Explorar las implicaciones matematicas de estas
integrales y ver en qué areas de la matematica se pueden unificar o complementar resultan un
aporte fundamental. No se puede dejar fuera la posibilidad de las aplicaciones fuera del campo
matematico, es posible que existan fendmenos que no han sido apropiadamente explicado y tal
vez esta herramienta pueda servir para darle claridad a una hipétesis no descubierta en las

ciencias naturales.

De estas integrales existen tan pocos estudios formarles al respecto que se considera investigar

el tema es un potencial semillero de nuevos descubrimientos.

1.5 Viabilidad de la investigacién

Existen muchas pruebas de olimpiadas de matematica alrededor del mundo y en algunos
examenes han sido propuesto integrales de funciones de parte fraccional. Una pequefa cantidad
de matematicos se han dedicado a estudiar este tipo de integrales y han publicado varios
articulos y al menos un libro. La cantidad de material que se revisara es relativamente pequefia
para hacerse en un tiempo de un mes aproximadamente y los documentos estan disponibles en
internet. Por eso se considera viable realizar esta investigacion, dado un tiempo corto para

terminarla y por los recursos que se necesitan que ya estan en manos del investigador.
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1.6 Deficiencia del conocimiento del problema

En analisis matematico no aparecen referencias a las integrales de funciones de parte fraccional,
y en los libros que hablan al respecto solo muestran ejemplos resueltos de las integrales. Hasta
el momento no se ha encontrado referencia bibliografica sobre las integrales de funciones de

parte fraccional debidamente formalizada dentro de la estructura de la matematica.

A la fecha, no existen evidencia documental (articulos o libros) sobre cémo se relaciona las
integrales de funciones de parte fraccional con las funciones especiales, con la teoria de
numeros, series infinitas, etc. Conocidas las soluciones de muchas integrales de este tipo se
infiere que debe de haber una relacién, pero hasta ahora no se ha establecido formalmente. En
este trabajo no se intentara buscar formalmente estas relaciones fundamentales, solo se

resaltara en cada caso las sospechas y las razones evidenciadas de dichas aseveraciones.
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Capitulo Il. Marco de referencia
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2.1 Marco tedrico

2.1.1 Antecedentes
La matematica es un lenguaje formal que se desarroll6 junto con las necesidades de organizacion
de los seres humanos. Hasta el momento, la matematica, es una disciplina en la cultura humana

con mayor expansion en todas las demas ramas de la cultura.

Por ejemplo, el concepto de funcion es reciente comparado con la historia de la humanidad,
apenas tiene unos 400 afos. La idea de una funcion no se ha mantenido en el tiempo, ha
evolucionado con la matematica y sus necesidades de cambios para abarcar cada vez mas

campos de aplicacion en las actividades y en el pensamiento abstracto de los seres humanos.

Las integrales de funciones de parte fraccional se han ventilado en competencias de Olimpiadas
de matematica. No ha surgido como un problema practico o de una solucion a un problema de
las ciencias naturales. Probablemente por esa razén no se ha desarrollado como una disciplina

matematica propia.

Las funciones de parte fraccional se definen a partir de las funciones enteras de redondeo por
exceso o defecto. Las funciones enteras son fundamentalmente modernas, y ligadas al campo
de la electrénica y de la informatica, disciplina matematica que se ha ganado el derecho propio

de disciplina formal independiente.

El interés en el campo de las integrales de funciones de parte fraccional en la mayoria de los
casos se circunscribe a una competencia o simple curiosidad matematica. Hasta el momento no
se ha establecido una relacion de estas integrales con otras areas de la matematica de manera
rigurosa, solo se discute que si debe de existir debido al tipo de soluciones que se obtiene de

estas integrales, que dan una pista evidenciada y creible de la importancia de éstas.
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2.2 Sucesiones y Series

Una sucesion {a,} es una funcién que depende de los enteros positivos n, que bien podria

expresarse con esta notacion f(n).

Se dice que una sucesion es finita cuando la sucesion tiene finitos términos, por ejemplo:
La sucesiéon g(n) =2n+1,n=1,2,3,4,5,6,7,8,9. Solo tiene 9 términos.

Se dice que una sucesion es infinita cuando tiene infinitos términos:

La sucesion h(n) =n(n+ 1), n = 1,2, 3, ... Es una sucesion infinita, por ejemplo.

En adelante, todas las sucesiones a las que se haga referencia seran siempre una sucesion

infinita.

El limite de una sucesion se establece de la siguiente manera: Sea {a,,} una sucesion infinita con
n € Z*. Si para todo nimero positivo ¢ se puede determinar otro nimero N dependiente de ¢ de

tal forma que |a,, — 4| < € para todo numero entero positivo n > N. Se puede concluir que
lim a, =1

n—-oo

Cuando el limite de una sucesion infinita es un valor finito, se dice que la sucesion infinita

converge, de lo contrario se dice que la sucesién diverge.
Se dice que una sucesion esta acotada si

k<a,<K

Para k y K constantes e independientes de n.

Se dice que una sucesién es monotona creciente si y solo si
An+1 = an

Se dice que una sucesién es monotona decreciente siy solo si

Api1 < Ap

Una serie S es la suma de los términos de una sucesion infinita. Asi la serie de la sucesion a,, se

puede expresar asi:
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S = Zan
n=1

Si el término S existe para cuando n —» « entonces la serie es convergente, de lo contrario es

divergente.
Las series tienen las siguientes propiedades:

e Siuna serie Y-, a, converge entonces lim a, = 0. Pero, si lim a, = 0 entonces no

n—oo n-eo
necesariamente la serie ),;_; a, converge.

e Siuna serie Y-, a, converge entonces kY-, a, también es convergente. También lo
contrario es cierto, si la serie ),;_, a, es divergente también kY.;_; a,, es divergente.

e Siuna serie ),-,a, converge entonces ),_;(a, + k) también es convergente. Si la

serie ),-1a, es divergente entonces ).;_;(a, + k) también sera divergente.

2.2.1 Criterios de convergencia de las series

1. Para series de términos positivos:
a. Criterio de comparacion.
i. Siuna serie cuyo término a,, > 0 converge y al compararlas con el término
de otra serie b, > 0, se tiene 0 < b,, < a,, se puede concluir que la serie
Ym=1 by, también converge.
ii. Siuna serie cuyo término a, > 0 diverge y al compararlas con el término
de otra serie b, > 0, se tiene 0 < a,, < b,, se puede concluir que la serie
Ym=1 b, también diverge.
b. Criterio del cociente.

i. Si dos series cuyos términos a, >0y b, > 0, y ademas Z—“ =k, siendo

n

k diferente de cero y de infinito, se puede concluir que las series asociadas
a los términos ambas convergen o divergen.
ii. Del caso i, si el valor de k es cero, entonces las series asociadas a los

términos convergen ambas.
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ii. Del caso i, si el valor de k es infinito, entonces las series asociadas a los
términos divergen ambas.
c. Criterio de la integral.

i. Siconvertimos la serie en unaintegral Y-, f(n) = flmf(x)dx, silaintegral
es convergente entonces la serie lo sera también y lo contrario también es
cierto.

2. Sila serie es de términos alterna.
a. En este caso la serie es convergente si cumple con las siguientes condiciones

i. |ape1] <la,l, paratodon >1

i. limla,|=0
n—-oo

b. Convergencia absoluta. Una serie };_;a, es absolutamente convergente si
Yme1lay| converge.
c. Convergencia absoluta condicional. Si }.;_,|a,| diverge, pero }:,—; a, converge.

An+1

= k, se puede concluir sobre la serie:

d. Criterio de cociente. Si el lim
n

—oo | An

i. Sik <1 entonces la serie converge absolutamente.
ii. Sik > 1 entonces la serie diverge.

iii. Sik =1 entonces no se puede determinar si la serie converge o no.

e. Criterio de la raiz enésima. Si el lim /|a,| = k, se puede concluir sobre la serie:
n—oo

i. Sik <1 entonces la serie converge absolutamente.
ii. Sik > 1 entonces la serie diverge.
iii. Sik =1 entonces no se puede determinar si la serie converge o no.

f. Criterio de Raabe. Siel lim n (1 — |t

n—oo

) = k, se puede concluir sobre la serie:

n

i. Sik > 1 entonces la serie converge absolutamente.
ii. Sik <1 entonces la serie diverge o converge condicionalmente.

iii. Sik =1 entonces no se puede determinar si la serie converge o no.
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2.3 Integrales impropias

Se establece que una integral definida

b
ff(x)dx

Es impropia si:

1) Sial menos uno de los limites de integracion es infinito.
2) Si la funcién del integrando tiene alguna singularidad en el intervalo de la integral definida

incluido al menos unos de los limites de integracion.

Por ejemplo, la integral siguiente es una integral impropia:

[ee] a
senx senx
f dx = lim dx
a—oo X
0 0

Existen diferentes clasificaciones de las integrales impropias que se veran mas adelante.

2.3.1 Integrales impropias de primera especie
Se dice que una integral impropia es de primera especie si la funcidn del integrando es acotada

e integrable en el intervalo o < x < B y la integral esta expresada de la siguiente forma

fg(x)dx = éi_r}gofg(x)dx

a

Se dice que la integral cuyos limites son [a, =], en el primer miembro, es convergente si el limite

de la otra integral existe, y diverge si dicho limite no existe.
Lo anterior es valido si la integral tiene la estructura que se muestra

B B
fg(x)dx = al_i)IIloojg(x)dx

— 0o

Se dice que la integral cuyos limites son [—, 8], en el primer miembro, es convergente si el

limite de la otra integral existe, y diverge si dicho limite no existe.
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2.3.1.1 Integrales de primera especie, criterios de convergencia

Si el limite de la integral impropia es infinito, o menos infinito, se deben usar unos de estos

criterios que se mostraran a continuacion. Al igual que en las series infinitas, cuando un criterio

falla se debe hacer la prueba con el siguiente.

1. Criterio de comparacion. Este criterio se usa solo cuando el integrando es positivo en

el rango de integracion.

a.

Si el integrando es mayor que cero (f(x) > 0) para los valores de x > a y se sabe
que la integral faoof(x)dx converge. Si se cumple esta otra condicion adicional 0 <
h(x) < f(x) para los valores de x > a, entonces se puede concluir que la integral
J.” h(x)dx también converge.

Si el integrando es mayor que cero (f(x) > 0) para los valores de x > a y se sabe
que la integral f;o f(x)dx diverge. Si se cumple esta otra condicion adicional
f(x) < h(x) para los valores de x > a, entonces se puede concluir que la integral

J.” h(x)dx también diverge

2. Criterio del cociente. Este criterio solo se puede aplicar cuando el integrando es positivo.

f(x)

Sean f(x) >0y h(x) = 0. Ademas, si lim — = L. Se tienen los siguientes casos en

x—o0 h(x)

funcion del valor de L

a.

Si el valor de L es finito, pero diferente de cero, las integrales f:’f(x)dx y
f;o h(x)dx convergen o divergen ambas.

Sielvalorde L = 0, y laintegral faoo h(x)dx converge, entonces se puede concluir
que la integral faoof(x)dx también converge.

Si el valor de L = oo y también la integral faoo h(x)dx diverge, entonces se puede

concluir que la integral faw f (x)dx diverge también.

3. Criterio de serie. Este criterio se aplica unicamente si el integrando es positivo. Si la

funcion del integrando reconvertida en término de una seriea,, = f(n) y esta converge o

diverge la integral faoof(x)dx converge o diverge de igual manera.

4. Convergencia absoluta y condicional. Una integral impropia faoo f(x)dx es convergente de

manera absoluta si la integral del valor absoluto de la funcién del integrando faoolf(x)ldx

converge. Ahora, la integral impropia f:’ f(x)dx converge, empero la integral del valor
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absoluto de la funcién del integrando faoolf(x)ldx diverge, se dice que la integral impropia
converge condicionalmente.
5. Existen unos teoremas que son muy utiles para evaluar la convergencia de las integrales
impropias:
a. Teorema: Si ,}Lr& xPf(x) = L, entonces
i. Cuandop > 1 y L tiene un valor finito, se tiene que la integral impropia
f;o f(x)dx converge.
ii. Cuandop <1y L =0 (con posible valor en el infinito), se tiene que la
integral impropia faoof(x)dx diverge.
b. Teorema: Sila integral impropia con el valor absoluto de la funcién del integrando

f;lf(x)ldx es convergente, también converge la integral impropia original,

[, f(x)dx.

2.3.2 Integrales impropias de segunda especie
Si en el integrando de la integral impropia la funcion es no acotada en el intervalo cerrado [a, §]
se dice que la integral impropia es de segunda especie. Asi, queda definida cuando la funcion

no es acotada en x = a.

B B
ff(x)dx =€l_i)161+ ff(x)dx

ate

Cuando el valor del limite de la integral del segundo miembro tiene un valor finito se dice que la
integral impropia del primer miembro converge, pero en el caso opuesto, se dice que la integral

del primer miembro diverge.

Asi, queda definida cuando la funcion no es acotada en x = S.

B B—e€
ff(x)dx = Elirgl+f f(x)dx

Cuando el valor del limite de la integral del segundo miembro tiene un valor finito se dice que la
integral impropia del primer miembro converge, pero en el caso opuesto, se dice que la integral

del primer miembro diverge.
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Cuando la funcion de la integral impropia no es acotada en x = x;,, de manera que a < x;, < f3,

la integral impropia queda expresada de la siguiente manera

Xo—€1

B B
ff(x)dxzeli_r)&f f(x)dx+eli_r>r01+ ff(x)dx

Xo+€ry

De manera parecida a lo que se establecido anteriormente, la integral impropia converge si y

solo si las dos integrales del segundo miembro tengan un valor de limite finito.

En algunos casos, realmente extrafios, los limites de las integrales del segundo miembro no
arrojan valores finitos cuando se hacen los calculos de manera independiente, con €; # €,. Pero

si se toma el mismo valor €; = €, = €, que puede escribirse asi

B Xo—€ B Xo—€ B
—[f(x)dxzelirggr j f(x)dx+ellr(§1Jr f f(x)dxzelirggr f f(x)dx + ff(x)dx

a Xo+€ a Xo+€

Si el limite tiene un valor finito en el segundo miembro, se dice que el limite es el valor principal

de Cauchy la integral del primer miembro.

2.3.2.1 Integrales impropias de segunda especie. Criterios de convergencia.
1. Criterio de comparacién. Este criterio se usa solo cuando el integrando es positivo en
el rango de integracion.

a. Si el integrando es mayor que cero (f(x) = 0) para los valoresde a < x < f y se
sabe que la integral fff(x)dx converge. Si se cumple esta otra condicion
adicional 0 < h(x) < f(x) para los valores dea < x < f8, entonces se puede
concluir que la integral ff h(x)dx también converge.

b. Si el integrando es mayor que cero (f(x) = 0) para los valoresde a < x < f y se
sabe que la integral fff(x)dx diverge. Si se cumple esta otra condicién adicional
f(x) < h(x) para los valores de x > a, entonces se puede concluir que la integral
J? h(x)dx también diverge

2. Criterio del cociente. Este criterio solo se puede aplicar cuando el integrando es positivo.
fx)

Sean f(x) 20y h(x) = 0. Ademas, si lim+@ = L. Se tienen los siguientes casos en
X—-a

funcion del valor de L

24



a. Si el valor de L es finito, pero diferente de cero, las integrales fff(x)dx y
ff h(x)dx convergen o divergen ambas.
b. SielvalordeL =0,y laintegral ff h(x)dx converge, entonces se puede concluir
que la integral fff(x)dx también converge.
c. Si el valor de L = « y también la integral ff h(x)dx diverge, entonces se puede
concluir que la integral faoof(x)dx diverge también.
3. Convergencia absoluta y condicional. Una integral impropia fff(x)dx es convergente
de manera absoluta si la integral del valor absoluto de la funcion del integrando
fflf(x)ldx converge. Ahora, la integral impropia ff f(x)dx converge, empero la integral

del valor absoluto de la funcién del integrando fflf(x)ldx diverge, se dice que la integral
impropia converge condicionalmente.
4. Existen unos teoremas que son muy utiles para evaluar la convergencia de las integrales
impropias:
a. Teorema: Si xl_i)ré1+(x —a)Pf(x) =L, entonces
i. Cuandop <1 y L tiene un valor finito, se tiene que la integral impropia
fff(x)dx converge.
ii. Cuandop =11y L =0 (con posible valor en el infinito), se tiene que la
integral impropia fff(x)dx diverge.
b. Teorema: Si xlirg_(ﬁ —x)Pf(x) =, entonces
i. Cuandop <1 y I tiene un valor finito, se tiene que la integral impropia
fff(x)dx converge.
ii. Cuandop =1y l=+#0 (con posible valor en el infinito), se tiene que la
integral impropia fff(x)dx diverge
c. Teorema: Si la integral impropia con el valor absoluto de la funcion del integrando

fflf(x)ldx es convergente, también converge la integral impropia original,

fff(x)dx.
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2.4 Funcion Gamma

Funcion Gamma se escribe I'(n) y se define asi

I'(n) =fx"‘1e‘xdx
0

La funcion Gamma es conocida como la funcion factorial. Se puede observar la funcion Gamma

queda definida con una integral impropia.

Existen varias definiciones de la funcion Gamma, la primera fue suministrada por Leonard Euler
en el 1729, existen registros de ello en varias correspondencias que intercambié Euler con el
matematico Goldbach. Para ese entonces solo se conocia el factorial, pero no la funciéon que

generaliza el factorial para cualquier valor real mayor que cero.

La forma generalizada de la funcién Gamma es

[oe]

I'(z) =fxz‘1e"‘dx
0

En donde la parte real de z es mayor que cero, R(z) > 0. La funcion Gamma definida sobre los
numeros complejos es meromorfa, si se extiende sobre todo el conjunto de los complejos, con

polosenn =0,—1,-2,...

Se puede observar en el grafico de la funcion Gamma esta propiedad

of |

Figura 1. Funcion Gamma.
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La propiedad principal de la funcidn gamma es la relacion de recurrencia que exhibe:
'n+1)=n!
'n+1) =nl'(n)
De la relacion anterior se puede deducir esto
Tm+2)=n+1DIn+1)
F'n+2)=Mm+ 1)nl'(n)
Es una propiedad muy util para determinar los valores de la funcion Gamma.

La formula de reflexién de Euler también es muy importante:

rt=2re = sen(mz)

En esta expresion se puede observar faciimente los polos que la funcién Gamma.

También se encuentra la formula de reflexion de Legendre

I'(2)r (z + %) = 21722\/nT'(22)

Existe un valor muy conocido de la funcién Gamma

‘@)

Otros valores interesantes son

r G * n) - (42717;)!! v

"(G=n) =G

Existen otras definiciones de la funcion Gamma que son equivalente entre si. Otra definicion de

la Funcion Gamma de Euler es:
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V4

F(Z)zﬂ_[ 1%(”%)

n=1

Dado en términos de una productoria. Esta también la definicion de Weierstrass, con las mismas

propiedades deducidas por Euler:

I'(z) = 67”12[ (1 + %)_1 ez/m

n=1
En donde y es la constante de Euler-Mascheroni.
La funcién Gamma se puede expresar en funcion de los términos de los Polinomios de Laguerre
generalizados:
oo

2

L7 (x)
r(z, —_Z—xE 2
(z,x) = x%e ——]

n=0

Con un rango de convergencia para los valores de la parte real mayor que menos uno y con x

mayor que cero, (R(z) > —1,x > 0).
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2.5 La funcién Poligamma

Se dice que una funcién Poligamma de orden m, ¥ (z), queda definida por (m+1)ésima

derivada del logaritmo natural de la funcién Gamma, que se expresa asi:

am m+1

Y (@) = () = — ()

dZm+1

La funcion Poligamma en forma integral queda definida de la siguiente manera:

. tme—zt tz—l
Y (z) = (—1)m+1j o=t = —f T (Ine)"de

—t
0 0
Esta funcion exhibe la siguiente relacion de recurrencia

(=)™ m!

YWz +1) =M@ +

La funcion Poligamma se puede representar mediante una serie:

+ N 1
W) = GO )

La funcion Poligamma de orden cero es la funcién Digamma:

[r@)J

0)(z) =
VO =505
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2.6 Funcion Beta
La funcién Beta, es también conocida como la primera integral principal de Euler. Esta funcion

esta definida

1

B(x,y) = ftx‘l (1—-t)Y tdt

0

A continuacién, se muestran las propiedades mas importantes de la funcién Beta

e La funcion Beta muestra la propiedad de ser simétrica:
B(x,y) = B(y,x)
e La funcion Beta esta relacionada con la funciéon Gamma:

_Iry)

PN =Ty

La funcién Beta tiene otras representaciones equivalentes que son Utiles para realizar integrales.

Se puede expresar en funcion de las funciones basica de seno y coseno:
/2

B(x,y) =2 f (sen 6)%*~1 (cos )%~ 1d6
0

En ocasiones, con un cambio de variables puede quedar asi

b tx—l
B(X,y) =fmdt
0
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2.7 La funcion Zeta de Riemann
La funcion Zeta de Riemann es una funcién de las funciones especiales mas importantes de la
matematica. También tiene un papel preponderante en la fisica, por ejemplo, en el modelo

matematico del efecto Casimir.

La funcién Zeta de Riemann es una funcién de variable compleja continuamente analitica del tipo

de la Serie de Dirichlet

o

1
()= ) —

nS
n=1

La serie converge cuando la parte real del complejo s es mayor que 1. Existen muchas formas

de representar la funcion Zeta de Riemann.

La funcion Zeta es una de las funciones especiales mas importante en teoria de numero, en
analisis matematico y en fisica. Esta funcidon especial se relaciona con muchas otras, es unas de

las funciones mas estudiadas, posiblemente la mas estudiada.

La funcion Zeta de Riemann se puede expresar en forma integral (con Re(s) > 1)

xs—l

{(s) = —— [ =
I'(s) ) eX—1

De esta expresion se puede demostrar la definicion que se hizo al principio de la seccion. La

fraccion del integrando se puede reescribir asi

(o8]
xs—l xs—le—x
— = xS~1lp—% e kx
e¥—1 1—-e™*

k=0

Este término se puede simplificar cuando se multiplica el término de la sumatoria por e™*

[o¢] co [oe]

e X e~ kx — Z e~ (k+Dx — =% +e2X poe3% 4 .= z e~ kx
k=0 k=0 k=1

De ese modo la expresion original queda asi

s—1
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Se reintroduce en la integral

1 [ee] [o'e) 1 [o'e) [0.0)
{(s) = —f xs‘lz kX dx = — f xS~ le k*dx
F(S)O ] I'( ) .

=1

Se hace el cambio de variables u = kx, en consecuencia du = kdx, se introducen estos cambios

y se tiene

{(s) —%if(%)s_le‘”d I‘L) %Ius To—Ugy

k=1 k=1

La integral que queda en el segundo miembro es la funciéon Gamma I'(s)

1 w1 > 1
{(S)zﬁkzﬂﬁr(@:;ﬁ

La funcion Zeta de Riemann aparece como resultado en varias integrales, como por ejemplo en

la unidad cuadrada integral

11
[—In(x
ff (y) dxdy =T(s+2){(s + 2)
00
La ecuacion funcional de reflexion en la funcion Zeta de Riemann es

{A-5)=

2
2 cos (87”) I'(s)q(s)

Una version derivada de esta ecuacion funcional de reflexion es

1 1 1-—
@@wf(ag“*=@@uﬂwﬂ( )i -9)

La expresion anterior es simétrica.

En toda funcidon de variable compleja que no contenga singularidades esenciales se puede

extender analiticamente, la expresion es

1 = (=1)k
()= 2=+ Y s -1
k=0
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En donde y, son las constantes de Stieltjes.

Los valores de la funcion Zeta de Riemann tienen la particularidad de estar relacionada con otras

funciones especiales. En adelante se mostraran algunas:

(—1)™1B,, (2m)*"
2(2n)!

{@2n) =

En donde B,,, es el numero de Bernoulli 2n. A continuacién, se muestra otra relacién interesante

n+1

<= n)_n+1

Una forma muy usual en teoria de nimeros es representar la funcién Zeta como una productoria

involucrando los numeros primos p:

¢(s) =
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2.7 Constantes de Stieltjes

Las constantes de Stieltjes y,, provienen del desarrollo de Laurent de la funcion Zeta de Riemann,
estas constantes representan los coeficientes de la expansion de la serie. Si se desarrolla la

funcién Zeta en series de Laurent, cuya singularidad evitable en s = 1, queda como sigue

1 oD
() ===ty Ty -1y
n=0

Las constantes de Stieltjes quedan definidas por la siguiente expresion

_ o k) In"*tlm
= ml—r}go Z k B n+1

k=1

La constante de Euler-Mascheroni es la constante de Stieltjes cuando n es cero, lo que reduce

la expresion anterior
m
= 1 2 1))
Yo = lim X nm

k=1

2.8 Constante de Glaisher-Kinkelin

Definicion de la constante de Glaischer-Kinkelin A esta dada por la siguiente expresion

n k
A= lim =1 K
T nooopn?/2+n/2+1/12p-n?/4
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2.9 Los Numeros Armonicos

Un numero armonico n se define como la suma de los reciprocos de los n primeros numeros

naturales

—Zn:l 1+- +1+ +1
_k_k_ 3

Leonhard Euler definié con una integral estos numeros

1

1—

= | 1=
0

Pero, esta definicién es mas practica para determinar los nUmeros arménicos

e

S

iML

&
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2.10 Funciones de parte fraccionada

Una funcién de parte fraccional de x es:
{x} =x—|x]

donde {x} es la representacion de la funcion de parte fraccional, x es el valor de la variable y | x|
es el valor entero redondeado por defecto. Si el valor de la variable x es 2.5, entonces la parte

fraccional es
{2.5} =2.5—-]2.5]
(2.5} =2.5-2
{2.5} = 0.5
Si construimos una funcién a partir de la anterior para graficar, ver Figura 1, tendremos

y={x}=x—|x]

—0:5

Figura 2. Gréfico de y = {x}

Si construimos una funcién a partir de la anterior para graficar, tendremos
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r={

Definida en el intervalo 0 < x < 1, el grafico lucira de esta forma

Figura 3. Grafica de la funcion y = {1/x}

Las funciones de parte fraccional tienen las siguientes propiedades:

{x+a}={x};a€Z

xXIt=xx-1D"0<x<1

xXP=xx-21<x<2
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2.11 Integrales de funciones de parte fraccionada
Una integral de funciona de parte fraccional es una integral que tiene un término en el integrando

que sea fraccional, por ejemplo

f GOOUF (0 }dx

En el ejemplo la funcion G(x) no es una funcién de parte fraccional, pero si lo es la funcion {f(x)},
con que tenga una funcion de parte fraccional es suficiente para la integral sea de parte

fraccional.

El grafico, observe la Figura 3, de la integral

[ B

Figura 4
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Capitulo lll Diseno metodolégico
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3.1 Generalidades

La metodologia consiste en la documentacién y estudio de las referencias y los temas

desarrollados por los diferentes autores que ha contribuido al desarrollo de esta nueva disciplina.

3.2 Tipo de investigacion

Esta investigacion es del tipo cualitativa dado el caracter documental usado. Aunque en esta
investigacion se presentan calculos de integrales de funciones de parte fraccional, estos calculos
no son inéditos. El aporte que se ofrece la investigacion consiste en la recopilacion de las ideas
centrales de las integrales de parte fraccional en el analisis matematico y en teoria de numeros.
Se han realizado muchos trabajos de investigacion que involucra estas integrales, este trabajo

de investigacion los reunira de manera coherente.

3.3 Segun el objetivo

Investigacion de indagacion

Las investigaciones de indagacion consisten en documentacion sobre los desarrollos que se han
realizado sobre el tema en cuestion. En este trabajo de investigacion se indagara sobre el estado
del arte de las integrales de funciones de parte fraccional, cdmo los matematicos han integrado
el tema en dentro de las diferentes categorias de la matematica. También se explorara de estas

integrales sus aplicaciones en otras areas del conocimiento.

3.4 Segun nivel de profundidad

Investigacion exploratoria

En esta investigacion se propone hacer modestas contribuciones de nuevos desarrollos y de
nuevos conocimientos. En este caso, si habra una contribucién dado que se reunira el cuerpo de
conocimiento sobre las integrales de funciones de parte fraccional de una manera ordenada,
sistematizada y coherente. Estos atributos pueden arrojar luz sobre la estructura del tema

respecto a otras disciplinas matematicas.

40



3.5 Segun el grado de manipulacion de las variables

En esta investigacion el objeto de estudio no es una variable, ni puede asumirse como tal. Como

es una investigacion cualitativa no es necesaria la utilizacion de variables.

3.6 Segun tipo de inferencia

Método inductivo

El método inductivo servira para que, a partir de las partes, las contribuciones de cada
matematico al tema de las integrales de las funciones de parte fraccional, se pueda dar un orden,

coherencia y sistematicidad al tema tratado, que sera el producto que se obtenga.

3.7 Métodos y software utilizados

Los métodos que se utilizaran seran los que se suelen usar en Analisis matematico para la
realizaciéon de las integrales y en la determinacion de las sumas infinitas. Se utilizara software
para hacer graficos y comprobaciones numéricas de las soluciones que se encuentren de las

integrales. Para ello utilizaremos Desmos y Mathematica.

3.8 Método deductivo

En la realizacion de este trabajo se revisaran los calculos de los investigadores para poder llegar
a una comprension de los desarrollos presentados y desarrollar las competencias para poder

relacionar cada contribucién y tratar de darle cohesion teérica a la tematica.
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Capitulo IV Resultados
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4.1 Generalidades

Las integrales de parte fraccionadas son integrales avanzadas. Estas integrales solo pueden
resolverse mediante métodos no convencionales: integrales impropias, métodos asintéticos,
series infinitas y funciones especiales, tales como funciones Gamma, Beta, Zeta, Poligamma,
etc.

En este apartado se presentaran un panorama general sobre el estado actual de desarrollo de
las integrales de funciones de parte fraccional. Algunas de las integrales resueltas se lo han sido

de manera inédita.

4.2 Soluciones de algunas Integrales de funciones de parte fraccional

4.2.1 Solucion de la Integral fol {i} dx

Para resolver esta integral primero hacemos un cambio de variables

1
u=-
X
De este modo tendremos los diferenciales
1
du = —?dx
1
——zdu =dx
u

Los nuevos limites de integracion quedarian

x—=>0su—>o

La nueva integral tendra la siguiente forma

1
u
j dX— _[_2

Aplicamos la siguiente propiedad de las integrales

b a
!l.f(x)dx = —Jf(x)dx
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Y obtenemos

1

[Boc- [

0

Para seguir con la solucion de la integral se debe apelar las propiedades de las funciones de
parte fraccional:

{u} =u—|ul

En donde |u] es la parte entera de u, para simplificar la notacion se usara k. Se puede observar
que la integral se debe evaluar desde u = 1 hasta u cuando tiende al infinito, en ese intervalo el
valor de k va creciendo en 1 en cada etapa sucesiva. La integral queda expresada de esta
manera cuando se aplica las propiedades de las funciones fraccionales:

Oou Oo+uk)
[ 2%

La forma de esta integral es muy convencional

Al evaluar la integral y simplificar se obtiene

> (1) - k)

k=1

Para hacer relucir la relacion de esta integral con la constante de Euler-Mascheroni se suma y
resta el inverso de k, para tener la siguiente expresion

o)

2 (05 0= R () o)

k=1 k=1

Se reagrupan los términos y se observa claramente donde emerge la constante de Euler-

Mascheroni
Zk(m Z( ()

El primer término tiende a 1 y el segundo es la famosa constante de Euler-Mascheroni. Asi la
integral queda resuelta de este modo

1

f dx_ik(kﬂ) z( in()) =17

0
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4.2.2 Solucién de la Integral |, { }{llx} dx
Se hace la sustitucion
1
u=-
X
Que trae como consecuencia
1
du = ——de
X
du
- ﬁ = dx
1 _ 1 _u
1—x 1_1 u—1
u

Los limites de integracidon quedan

De manera que la integral queda con la siguiente estructura

e - Joolg - [ 2

Ahora se fracciona la integral en dos partes y se evaluan por separado
2
1

Para resolver la integral I; se hace la siguiente transformacion de variables

r"‘-\
N

u
2

u—1=v

du = dv
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2 1
u} fv+1} v+1
- [
f 2 u—1 w+1D?*( v
1 0

Por las propiedades de la funcién de parte fraccional {v + 1} = {v}, pero el valor de v esta definido

en el intervalo 0 < v < 1, en consecuencia {v} = v. El otro término también se puede simplificar

= =ld)-6

Si se actualizan los cambios en la integral se tiene

1 1
[ e [

Se introduce otro cambio de variables

Los limites de integracion quedan:

v>0st—>

v=1~.t=1
La integral queda
1 1 %)
v+1} v+ 1 f 1 {t} f t2  {t} . _f (Bt
(v + 1)2{ v ) ta+n2ez T ) t(1+1)2
0 00 — 1 1

Aplicamos la propiedad de la funcién de parte fraccional y se tiene

o k+1

2f (1+t)2
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Se usa fracciones parciales para simplificar aun mas el integrando

k+1 k+1

f t—k dt—f (—k+ k 4 k+1)dt

t(1+6)2 t t+1 (t+1)2
k k

+1

Zkf t+1 (Z(:ll)z)dtz

k=1

=

kInt + kln(t 1——)
( ne+kin(e+1) -

Ms

&
Il

1

Ahora se evalua la integral y se simplifica

,_i(m (L) +em(EE2) L)
1= "E+1 "k+1) T k+2

Para realizar la integral I,

se procede de la siguiente manera

oo k+1

o e N e T )

Se aplica fracciones parciales para simplificar

k+1

f +1_k)d
uz u—1 u

k

12=z<(k—1)1n(k+1)+(k—1)1n(k;1)+k—}r1)

k=2
Ahora se hacen unos arreglos para que los indices de suma sean similares a la otra integral

1_§(k1 (2) 4 () 4 L)
2= "rk+1 "r+1) Tk+2

OO

=2

Se puede observar que I; = I,, por lo que la integral es

1=2 (o () s hom (A + 1)
o kvt Ne+1) Tk +2

Si esta expresién se evalua en una computadora se tiene que este valor es

1

[

0

-1
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4.2.3 Solucién de la Integral fol {g} dx

. W .k . .
Asumiendo la sustitucion ~=12.6€n la integral se obtiene

1k I+1, 1411
NS A= R
o l [+1

=k

Con esto se muestra que

o=y k(1)

=k

n
1
=E 1 1-1 ——)
k(nl+ nl 1

l=k

=k(ln(k+1)—lnk—ﬁ)+k<1n(k+2) ln(k-l_l)_k—j_z)

k (Ink In(k LY sk (o Ink !
(n( +3) —In( +2)—k—+3)+ (n( +4) — In( +3)—k—+4)+

k (ln(n) —In(n—1) — %) +k (ln(n +1)—Inn —ﬁ)

1 1 1
Sn=k(—lnk (k—+1+m -+m—ln(n+1))>

Y lo anterior visto implica que lim S, —k(1+ + - +——1nk y) De este modo queda

n—oo

demostrado la integral.
Utilizando la sustitucidon x = % se obtiene
1 oo
q {v}
= —tdx =q f —-dy
J;) {x} q y?
Con esto se presentan dos casos

a) Cuandog<1

I=gq flldy+sz+1y_kdy
q Y ko VP

k=1
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b) Cuandog>1

k+1
k

I (1 1+§:(1
=q(In— n
q k=1

I=q(1—y—Ingq)

)
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- 1(1)?
4.2.4 Solucién de la Integral [ {;} dx

Para hacer esta integral se debe hacer la siguiente transformacién de variables

Los limites de integracién cambiaran por la siguiente razon

1
u(x) = p

1
llm u(x) =lim—= o
-0 x-0X

1
u(1)=I=1

Ahora se sustituye en la integral original para seguir con las operaciones de resolucion
1 1 2 1 d { }
u u
= [1-! dx=— 2 _— = f — d
f{x} * f{u} u? wz
0 =] 1

Ahora se aplica las propiedades de las funciones de parte fraccional {u} = u — k, y se expande

el binomio

Oo{ - (u—k)? - u? — 2ku + k?
J — d Z f > du = 2 f 5 du
u u
1 k=1 k k=1k
Se simplifica el binomio con el denominador (u?), para luego integrar
o k+1 2k kz oo 2 k+1
I=Zf (1——+—2>du=2[u 2klnu — —
u u
k=1k k=1 k
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- k2 k2
I=z[<k+1—2kln(k+1)—k+1>—(k—2kln(k)—?)]

k=1

Se reorganizan los términos y se suman los términos racionales

—i 2k1 (k+1)+k2+2k+1_k2+2k1 (k)
_kﬂ_ n k+1 n

—i(zm (k) — 2k1 (k+1)+2k+1)
_kl n n k+1

Se vuelven a simplificar el término racional resultante para poder hacer simplificaciones mas

adelante

C 1 2k
= kz_l (Zkln(k) —2kIn(k+ 1)+ k—-l-l + k—-l-].)

Para determinar la suma de todos los términos se procede con la suma parcial de la expresion
encontrada. Se puede observar que la expresion es una serie telescopica, lo que implica que se

puede simplificar a unos pocos términos faciles de determinar.

n
1
=N (2kInC) - 2kInCe + 1) + —— 2)
kzl(kn(k) KlnGk + 1) +——+

1 1 1
sp, = 21In(1) —21n(2)+E+2+4ln(2)—4ln(3)+§+2+61n(3)—61n(4)+z+2+---

2

1
+2(n—1)In(n—1) —2(n—1)In(n) +;+ 2+ 2nln(n) —2nin(n + 1) +n+ 1

+2

Se puede observar en esta serie que quedan 2 In k y otros términos racionales. La suma parcial

se puede simplificar de la siguiente forma

zn: (2 In(k) + == + 2) —2nin(n+1)

+1
k=1

El término que contiene el logaritmo se puede expresar en otros términos si se usa la propiedad

de los logaritmos
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Ina+Inb=Inab

De ese modo se puede simplificar la suma de los logaritmos

n
2 Z In(k) = 21Inn!
k=1

Existe una identidad para el logaritmo natural del factorial de n
2Inn! =In(2w) + (2n — 1) In(n) — 2n
Se sustituye en la expresion encontrada de la suma parcial de la integral, observe la importancia

de haber dejado el término 2 al principio,

n
1
s, =In(27) + 2n—1)In(n) — 2n —2nIn(n+ 1) + 2n + Z (k—-|-1>
k=1

Se simplifica los términos y se suma y resta 1 en la suma parcial para hacer que la sumatoria del

segundo miembro comience en 1

Sp = In(2m) + 2nIn(n) —In(n) —2nln(n +1) -1 + Z (%)
k=1

Para valores grandes de n se cumple que
In(n) =In(n + 1)

En consecuencia, los términos se eliminan y queda la expresion como sigue

= 1
sp =In(2n) —In(n) — 1 + kZl (E)

n
1
lim s, = In(2n) — 1 + lim [Z (—) — ln(n)]
n—-oo n—-oo e~ k

Con este ultimo paso se tiene el resultado final.

2
fol {i} dx = 7111_{{}0 s, =In(2m) +y,— 1
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4.2.5 Solucién de la Integral fol {%}n {L}n dx

1-x

Para resolver la integral de funcién de parte fraccional

1
[ = e
X 1-— x
0
Primero se hace el cambio de variable:
1 1
— . 2 v Al —
t= ;, tc = x—z, xX° = t_z

El diferencial de una respecto de la otra queda como se muestra a continuacion:

1 1
dt = —x—z; —t—zdt =dx

Los limites de integracién con el cambio de variable quedan asi:

Cuando ingresamos los cambios en la integra original, ésta queda de la siguiente forma

1 n o
—l{t}n 1%% dt=1f{i—i{t_%} dt

Parece util dividir la integral en dos partes, mas adelante se vera la utilidad:



. . 21 ( t "
Primero centraremos el esfuerzo de la solucion de I,,; = fl {c_}Z{E} dt

Como se ya se sefnalo, esta integral se integra desde 1 a 2, asi que el valor de la parte fraccional

queda restringido a k = 1. Por eso se hace la siguiente simplificacion

2 2
t t—D"¢ t "
o [ = [ S
t?2 (t—1 t? t—1
1
Ahora se hace un cambio de variable y hace los demas cambios en consecuencia:

t—1=y

Se procede con la sustitucion en integral original y se simplifica

n

y+1 j(+1)21+ iy f(y+1)2 1} @

j (6% +nl)2

Se ve la necesidad de hacer otro cambio de variable y se hacen los ajustes necesarios en los

limites de integracion:

1 1 du
u=;, du=—ﬁdy, —ﬁ—dy
y=Lu=1
y:O;u:oo

Se sustituye todo en la integral precedente y se simplifica

o]

’ 1 du u?
_fun(l+1)2{u}n“ _fun(1+u)2 wz
u

Se aplica la propiedad de las funciones de parte fraccional y se aplica en la integral
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oo k+1
Z f (u —k)”
Iy = u(u + 1)2
Dejamos, la integral I,,; hasta ese nivel de solucion. Ahora se abordara la integral I,,,

oo {1 n .
0 {L} dt se toma en cuenta que, en la parte fraccional

Para ejecutar la solucion de I,,, = |. "y

2 t2

del cociente, ese valor nunca excederia 1, por eso
t " 1 \"
{t - 1} N (t - 1)

Se sustituye en la integral

r t r 1 4\"

e [ e [

t? t — 1 t2 \t—1

2 2

Se hace el siguiente cambio de variable

u=t—1;, du=dt

Ahora se aplican los cambios en la integral y se simplifica

(™ 1 [
) wrD?@n “‘fun<u+1)2

Ahora, se observa que la integral
Iny =L I =21,

Esto implica que la integral buscada sera el doble de las que se ha encontrado

In=227! %du

Otra vez mas se hace el siguiente cambio de variable
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u—k=xdu=dx

Se aplica en la integral y se simplifica:

oo 1

I _sz x™ dx

no (x+ k)" (x+k+1)2
k=19

Se vuelve a hacer un cambio de variable:

Se expresa x en funcion de y, para lograrlo se despeja de la relacion de ambas, se multiplica

ambos miembros por (x + k)
y(x+k)=x
Se factoriza los términos que contienen a x
yx —x+yk=0
y—Dx+yk=0
Se resta en ambos miembros ky y se divide todo entre (y — 1) y se simplifica

_ —ky ky

X = =—

y=1 1-y
Para determinar la relacion de los diferenciales entre las nuevas variables parte de la expresion
y=x(x+k)?

Los diferenciales seran entonces
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dx

dx 1 X ] x+k—x

_ _ -2 = — =
dy_x+k *(x + k) dx x+k (x+k)? x (x + k)2

dy=——4q
Y=z

En esta expresion no deben aparecer términos de x, asi que se usa la relacién inversa de x(y),

para escribir el diferencial de x en términos de y. Para lograrlo usamos

Se remplaza en

dy =mdx

Para tener

x + k)?

G0 g
Sustituimos x(y) en el primer miembro

2
(1k—yy " k)
. dy = dx
Ahora se simplifica
(ky + k(1 - y))2
I-y =k2(y+1—y)2d 0
k TG g
1

———dy =dx

a-—»2?
Se introduce en la integral y se simplifica

1) 1/k+1 d i
y
L,=2 z yr 271 E
k=10 ("—y + (ke + 1)>
1-y



El término se puede simplificar asi

ky +k+1_ky+(k+1)(1—y)_ky+k—ky+1—y_k+1—y
1-y 1 1-y B 1—-vy o 1-y

Ahora se procede a introducirlo en la integral y simplificar

[e%) k o0 /k+1

k
of (e+1- y)z( L 7= ZZ f(k+1 D
-y

k=1

Se realiza otro cambio en las constantes

a=k+1>1
Se sustituye en la integral

Ya o

y
———d

J @—y2?

0
Ahora se hace un cambio de variable y se hacen los cambios consecuentes en los limites de
integracién

y=at; dy =adt

y=0;t=0
1,1
y_a' T a?

Se sustituye en la integral y se simplifica

Y2 Yo

2
Ja (at)n dt 3 f an+1 tn dt R f tn dt
@a-a2™ ™) @ a-pz“~¢ (1—1)2
0 0 0

La integral anterior se integra por parte

u=t"du=nt"1dt

dv = ———dt; v=——
v (1-1)2 VST
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1 02 l/az

L tn . tn 1/az . ntu-1

n— —_ n— n—

a f (1_t)2dt—a [(1—t>] +a f 1—tdt
0

0 0

— ,n—1 1 " 1 tn_ld
-4 (E) T R

La integral queda con la siguiente estructura

no 2 2 n—-1 Y2

1:an—1<i> GNP P
a? -1 2 n—1

+In(1 — t))]

0

La expresion se puede simplificar

1
© . a?

[ = 1 o1 Z t!
- an—l(az _ 1) na . ]

J=n 0

Se evalua en los limites de integracién y se tiene

, 1 - 11
- an1(a? + 1) +n Z a2j—n+1]_'
j=n
Ahora se hace un cambio de indice de j a m, con el siguiente cambio de variables

m=j—nj=m+n

Se aplica el cambio en la solucién de la integral

1 1 1 1 1
|[=—— — E - _ 2
an—l(az — 1) n ' a2m+2n—n(m + n) an—l(az _ 1) n ' a2m+n+1 (m + n)
m= m=

Se revierte el cambio de variable anterior y se sustituye en la expresion anterior y se simplifica

a=k+1

I

1 c 1 1
T+ 2((k+1)2—1) ”mZO (k + 1)zm+n+1 (m + n)
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1 - 1 1

I= -
G+ D202+ 2k +1-1) | L e+ D7 imn
m=

1 1 1
I'= k+ D)2nTk(k+2) s (k + 1)2mentl (m + n)
m=

Ahora, se puede introducir el segundo indice de suma para tener la integral dada en funcion de

n

ZZ G+ 1)n Tk +2) 2"; 2. + 1)2m+n+1(m T

m=0

Se puede demostrar que la suma de estos términos, cumplen con una relacién de recurrencia
con la funcién Zeta de Riemann

1 1
(k+ D1 (k+ )" 2(k + 2)

kA D)2 +2) - k+ D (k+ D[k +2) - (K+1D)] 1
(kDU k+ D 2(k+2) (k+DMI(k+ D 2(k+2)  (k+ Dk +2)

Sp-1=(@n—-1)—-1) =S,
Yier =DM -1 -1+ Y,
De ahi se tiene que
n-1

1
2 2 1
j 1—x dx—2§ D™ -D+ (D™ —2n E ((@m+n)—¢@2m+n+1))
0

n+m
Jj=

Se puede observar que esta integral de funcion de parte fraccional esta ligada a la funcion Zeta
de Riemann.
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- 1 (k)2
4.2.6 Solucion de la Integral [ {;} dx

. . . 1 (k)2 Lo .
Para solucionar la integral de parte fraccional fo {;} dx se debe hace la siguiente transformacion

de variables

,..
I
|

Si se busca los diferenciales de la expresién anterior se tiene

k
dt = ——zdx
X

Se hacen los arreglos necesarios para tener en el primer miembro solo términos de ¢t
k
——Zdt =dx
t

Por otro lado, se determinan los nuevos limites de integracion

Ahora se incorporan los cambios en la integral original y se aplica las propiedades de las

funciones de parte fraccional

1 k 2 k k OO{t}z 0 m+1 (t )2
—-—m
—_ d = — 2 __ = —_— = Z f _—
J{x} x f{t} 2 dt kf dt k 2 dt
0 o0 k m=k m
Se extiende el binomio para luego ejecutar la integral
o) m+1 o m+1
t? — 2mt + m? 2m  m?
ij . dt=2kf 14 2 e
t t t
m=k m m=k m
La integral resuelta queda asi
T 2m  m? = m2\"™*!
Dk f (1——+—2>dt= > k(t—Zmlnt——)
t t t
m=k m m=k m
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Cuando se hacen las evaluaciones en los limites de integracion la expresion tiene la siguiente

forma
0 mz m+1
Z klt—2mlnt ——

t m

m=k
= m? m?
=Zk[<m+1—2mln(m+1)— >—<—m+2mlnm+—>]
m+1 m

m=k

Se simplifica la expresion anterior

Z k[m+1—2mln(m+1)+2mln(m)—m+ 1]

m=k

Para facilitar en pasos posteriores se suma y resta 1 y se hace la siguiente transformacion

- [m—1)(m+1) m?
;kk[ —1 +2—2mln(m+1)+2mln(m)—m+1]

Ahora de se puede observar que un término adicional se puede simplificar

2

s m -1 m
Zk — +2-2mln(m+ 1)+ 2minm
m+1 m+1

= 1
Z k(——+2 —2mln(m+ 1) +2m1nm)
m+1

m=k

Ahora se busca la suma parcial de la solucién encontrada, se prescinde de k, dado que multiplica

toda la solucién y no influye en el resultado buscado:

n
1
Sy = z (2—2mln(m+ 1)+2m1nm—m—+1)

m=k

Aplicamos la suma parcial y se tiene
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1 1
Sn—2—2k1n(k+1)+2klnk—k—+1+2—2(k+1)1n(k+2)+2(k+1)ln(k+1)—m+2

1
—2(k+1)ln(k+3)+2(k+2)ln(k+2)—m+---+2

—2n—1DIn(n)+2(n—1In(n—-1) —%+ 2-2mM)Inn+1)+2(n)Inn _nL-l-l

Se observa que se elimina muchos términos, de la parte telescépica de la serie, la suma se
simplifica

n

n
1
Sp=2n—k+1)-2nln(n+1) + Z 21n(m+1)—zm—+1+2klnk

m=k m=k
Estos términos se pueden simplificar ain mas
n
2 2 In(m+ 1) = 2Inn! — 2In(k!)
m=k
La expresion anterior, se puede ampliar usando la identidad
2Inn! = In(2w) + 2n + 1) In(n) — 2n

Se sustituye en la expresion de la suma parcial y se simplifica

n

1
Sp,=2n—-2k+2-2nIn(n+1)+In2x+2nlnn+Inn —2n — zm—+2klnk—21nk!

+1
m=k
n k k
1 1 1
Sn=2+2k+ln27r+lnn—Z——Z—+Z—+21nk!
m+1 m m
m=k =1 m=1

. . 1 . . .
El término Z’,;lzkm comienza la suma en m = k, por eso se suman y restan todos los términos

antes de llegarak + 1

Esto se incorpora en la expresion de suma parcial y se buscar el limite de la suma paran - oo,
solo los términos de la suma que tienen n son los que se vera afectados por la tendencia de n al

infinito



n k
1 1
lim S, = 2(1 + k) + In 27 + lim <lnn— Z—>+ z — _2Ink! +2kInk
n—oo n—oo m m

m=1 m=1

Como se ha visto el termino encerrado en el limite es —y,, la integral quedara asi

1 k
ky? 1

f{—} dx = k —2k+1n27r—y0+Z—+2k1nk—21nk!
X m

0 =

m=1

Pero, si se quiere se puede simplificar un poco mas si el valor de k es suficientemente grande,

aplicamos la identidad del logaritmo natural de un factorial al termino 2 In k!
2Ink!' =In2n+ 2k + 1) Ink — 2k
De ahi se tiene y se simplifica

k
1
I=k ln2n+2k+2—y+ZE+2klnk—ln2n—2k1nk—1nk+2k

m=1
“ 1
I=k|4k+2— 2——
y0+ m Ink
m=1

Como se ventilé en el marco tedrico los numeros armonicos H,, pueden usarse para expresar la

suma de los inversos de m hasta el término k
I =k(4k +2 —yy+ H, —Ink)

En resumen, la integral de la funcion de parte fraccional se relaciona con los numeros armonicos,

con la constante de Euler-Mascheroni (siendo k un numero entero positivo mayor a 1000)

1

k2
f{;} dx = k(4k + 2 — yo + H, — Ink)
0
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4.2.7 Solucién de la integral [, {%}ﬁdx

Primero se toma la expresion no fraccional para escribirla en serie

[ B - [ o

k=1
Se hace la siguiente transformacion de variables

R

dt = ——dx

1
_t_zdt =dx

Los limites de integracién se cambian

Se remplaza en la integral original y se simplifica

E)

1

t [000)
xkdx = — f{—z}z t~kdt
t
1) k=1

Las variables de integracion son mudas, por lo que se puede seguir usando x
1 [o'e) [ee]

| {%};xkdw f {"}Zl edr = f 1 ax

0 = k=1

Ahora, se centra en la integral, se deja para después la sumatoria en k, se resuelte la integral J,
1{ } [o%0) m+1( ) oo m+1l
X X—m
— Y kg, k=1 _ py—k=2
Jk = xzx dx—z ki z f (x mx )dx
0 m=1m m=1m

Se procede a resolver la integral en los limites de integracion y reorganizar los términos
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_i x7k mxkt m+1_i< 11+ m 1 )]m“
Jie = ~k  —k—=1)] kxk " k+1xk+1)],

_Z< 1 1 +1 1 N 1 m 1 m )
Jie = ) k(m+ 1k kmk k+1(m+ D1 k+ 1mk+t
m

=Y 11 11 1 om 1 m)
ke = ) k(m+ 1k kmk k+1(m+ Dk k+ 1mk+t
m

11 11 1 1 1 1 11 11 1 2 1 2 11
Sk = T VTR 12 kT 1T K3k k2 k¥ 13 k4120 K4k
11 1 3 1 3 11 11 1 4 1 4
T3 T k41491 k1391 K5k k4K K+ 155 k4141
11 1 1 1 n—-1 1 n—1 1 1 11
Tk K —DF k10 k+1l(n—DF km+1F  knk
1 n 1 n

+ —
k+1(n+ 1)k k+ 1nk+t

Se puede observar que se eliminan la mayoria de los términos que tienen 1/k, los demas se
reducen, la suma parcial queda asi
n+1
1 1 1 1 1 1 n

Sk = T k1 1(m)’<+1_E(n+1)'<+k+1(n+1)k+1
m=

La suma parcial se convierte en la integral origina en el limite cuando n tiende al infinito

n+1
lim S I 1 1 1 1 n
e Ok = M % k+1 (m)k+1 KM DE  k+i(mt DR

Pero, los primeros dos términos no dependen de n, excepto el limite de la suma del segundo
término:
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, 1 1 1 n
m Snk = k_k+ 1 Zl(m)k+1 +rlll—r>{>10(_E(n+ D kF i+ 1)’<+1)
m=

Los dos términos que dependen de n tienden a cero cuando n tiende a infinito, la expresién de

la integral queda asi

1
Se=p
Ahora sumamos y restamos el termlno oY aplicamos la suma en k
S_i L ! (k + 1) i( ) i Qe +1)—1)
e k k+1 k+1 k+1< k k+1 k+1(

k=1 k= k=1

Cuando se evalua esta suma en el infinito arroja que es la constante de Euler-Mascheroni
1= (1)~ LGk DD =,
k=1 k=1

Asi se puede concluir que la integral resuelta es la constante de Euler-Mascheroni

Oj{%}lf -3 (t-)- > Er G D-n=r

k=1 =1

8
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4.2.8 Solucion de la integral [, { }dx

Para realizar esta integral se procede con el cambio de variables

1

X =
yk

Las diferenciales de las variables tendran la siguiente relacion

dx = —ky~*"1dy

Los limites de integracion cambiaran de la siguiente manera

Ahora se reemplaza en la integral los cambios analizados

(O] ——

Se aplica la propiedad de las funciones de parte fraccional y la integral queda

[o%) m+1( ) co m+1
y—m _ g
=zkf T —Zkf(y"—my“)dy
m=1 m m=1 m
La integral sin evaluar luce asi,
(o) +1
=Y my~\"

k +1 —k

m=1

Se simplifica un poco mas y se sustituye los limites de integracién

[_ik< 1 1+m1>m+1
k_lyk—l km

ky

_ik(l 1 +m1+11m1>
- k—1(m+1Dk1 k(m+1Dk k—1mk-1 [k mk
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Se reorganizan los términos y se busca la suma parcial de la serie, con el fin de simplificar la

suma y encontrar un término general para la suma total

_Z":(k 1 k 1k m km)
B k—1mk=1 k—1(m+1Dk1 k(m+1)* kmk

m=1

Se plantea la suma de los primeros n términos y se simplifica

S:k 1_k 1+li_li+k 1_k 1 12 12 k 1
Tk —11k1 |k —12k-1 " k2k k1k  k—12k-1 [ —13k1 [3k [k | —13k-1
k 1 13 13 k 1 k 1 14 14
k14T kg k3F T k—1491 k—15%1 K5k k4K
k 1 k1 1(n-1) 1 n-1 k1
k—1(n—1)"‘1_k—1n"‘1+E nk _E(n—l)"-l_k—ln"‘1
k 1 1 n 1n 11

K1+ D  kmtDE knk knF

Se puede observar que los términos telescépicos se simplifican, la suma total para los primeros

n términos es:

ok 1k 1 1 n 12":1
"SRl k k=1t DR Tkt DF kZumE

La integral es igual a la suma anterior cuando n tiende al infinito

s 1 1 k Lo 12": 1
Tabe Tl k=1 k—1(m+DFT (ntDF k LsmF

Los términos que no contienen n no influyen en la suma cuando n tiende al infinito, asi que se

excluyen dichos términos

1 ko 1
Iz_k—l_k—lrlll—{go(n+1)k 1+1ll—r>rolonk Al—r}c}okka

En el limite algunos términos se hacen cero, y otro se convierte en la funcion Zeta de Riemann

1 {(k)
I= =00

La integral esta relacionada con la funcion Zeta de Riemann
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4.2.9 Solucion de la Integral [ {2} {-1)" ax

Considere la integral

1
f 1—x dx
0

Se hacen el siguiente cambio de variable

1 1 dt
t=—; dt = ——de; ——=dx
x x

Y los limites de integraciéon quedan cambiado por

Se hacen todas las sustituciones en la integral original

—fl{t}zli_ j{}Z t f{}z dt+f{t}2 T L

Noétese se que la integral se ha dejado partida en dos, se ha dejado asi con el propdsito de
aprovechar las propiedades de las funciones de parte fraccional, se vera en detalle mas adelante.

Entonces, se tienen dos integrales idénticas, evaluadas en intervalos diferentes.

2
hy = f W

f{t}2 T —dt

I = ITll +IT12

En la integral I,,;, se tiene un intervalo de [1,2], lo que implica que k solo toma un valor, k = 1.

Por esta razon, la integral se simplifica asi
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= [ - [

Ahora se hace el siguiente cambio de variable

t—1=u; dt =du

Se introducen los cambios de variables y los cambios en los limites de integracion,

f(u+21)2u+1 j( +1)2 }

En la parte fraccional se puede aplicar la propiedad {f (x) + N} = {f(x)} para N entero, entonces

la integral se simplifica

2

1 2
o

Se realiza otro cambio de variables y se hacen los demas ajustes rutinarios

Se sustituye en la integral todos los cambios producto de la transformacién y se tiene

[ee] 0 k+1

1
Im:lziz( ){Z}2<_z_2>_le4(z+1)2{2}2dz‘zf 2(z+1)2(z_k)2dz

Dada la integral, se prosigue con la otra que esta pendiente
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oo k+1
Z f z-k)*
22(z + 1)? 1)2
Se hace la siguiente transformacion de variable para simplificarla

u=t—1;, du=dt

Se introduce en la integral original todos los cambios y se simplifica. Observe la simplificacion

() =)

e [ o [ o [

(u+1)2\u
1 1

Se simplifica aun mas
(P (132 [ =k
! =y [ LB
n2 = (u+1)2( ) “ u?(u + 1)? “
1
Se puede observar que las integrales son iguales

Ing = In

o k+1

(Z—k)z
1= 2l = ZZ f Zz(z+1)2

Se procede a resolverla haciendo el cambio de variables

Los limites de integracion

z=ku=k—-k=0
z=k+1Lu=k+1-k=1
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Se aplican los cambios citados antes

2

o) 1
3 (z — k)? B u
’—ZZkf z2(z+1)2dz‘Zof(u+k)2(u+k+1)2d”

Como se tienen otros términos en los factores con la variable u, se procede a despejarlo de la

transformacion anterior, aqui se muestra el proceso

yu+yk=u
yu—u=—-yk
v —Du=-yk
—yk  ky
Ty-1T1y

Ahora se buscan los diferenciales y su relacién entre si,

=u(u+k)?

y=u+k

dy = (u+ k) *du+u(—1)(u+ k)"2du

Como se debe expresar todo en términos de la nueva variable en el primer miembro, se hacen

todos los ajustes que sean necesarios

d —( ! ¢ )d
y= u+k (u+k)? u

Finalmente los diferenciales se relacionan con la expresion siguiente

—(1_y)2dy=du

Ahora, se evaluan los limites de integracién con el cambio de variables

u=0;, y=0
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Se ejecutan todos los cambios y se hacen las simplificaciones necesarias para poder resolver la

integral
o) 1/k+1 1 2 /k+1
I=ZZI y? sdy = ZZf )kdy
= Yk k1) @S w <k+1 )2

y—1
Se puede observar que la integral aun es simplificable

Yira

ZZ f(k+1 y)zy

Se simplifica la notacion de la constante que acompana la variable en el denominador y se

sustituye en la integral
a=k+1
Ya )2
i
a—y?2?
0
Ahora, se hace otro cambio de variable y se hacen todos los ajustes necesarios para poder

realizar la integral

y=at; dy =adt; dy =dt

y=0; t=0
y_a' a?

Se implementa los cambios en la integral anterior y se simplifica la expresion
1 1
/az a2t2 a a2t2
I = ———(adt) = dt =
| amar@= | am@ f =
0 0
Se integra por partes
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dt 1

_ 2. — 9. — C o, =
u=ts du=2t; dv (1_t)2,v a-0

La integral ahora tiene el siguiente aspecto

1
a?

£2 Y
I:af (1—t)2 1—t] _Zf 1—tdt
0

Se integra por partes otra vez

dt
=— = —In(1—
dv =7 n(1-t)
Se ejecuta la integracion
1 2 1/a2
_@ »
1 ——1—2—tln(1 —t)]o + In(1—-t)dt

Queda un reducto de la integral que se puede resolver usando el desarrollo en serie del logaritmo

In(1—t) = —Z—
k=1 k

La integral ahora tendra el siguiente aspecto

1

1 1
aZ o 0 a2
tt 1
f ln(l—t)dt=—f ZTdt:_ZTf thdt
o I[=1 =1 o

0

Se integra y se evalua en los limites

o0 1/
1
:_ZTH L Zl(l+1)(a2)l+1

Ahora, se reunen todos los términos que ya se han determinado en la integral
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N + 2tin(1 — t)] a2+zz !
Td@-n [(+1) a2@D

Se aplica una vez mas la serie del logaritmo

= 20,2 _ -
a?(a?-1) £ l

Se evalla y se simplifica con los demas términos

2y L
I(1+1) a2(+D

_ 1 ) 1 1 1
“@@-n " (7a2(1+1> T+ D a2(l+1>>
=1
Ahora, se revierte la transformacion de la constante
a=k+1

Se sustituye a por k + 1 donde aparezca

. 1 1 1
KT DAk DE-D T Z (l (k + 1)2(l+1) IA+1) (k+ 1)2(l+1)>

Ahora, se suma en k, para tener la integral y se simplifica

kZ Kt 1)2(k2 T 2kri-1) 2 Z Z ((k n 1)2<l+1>) (1 0 i 1))

k=11=1
kZ i+ 1)2(k Tk T2 ;; ((k T 1)21+2) (1 ﬁ)

Para simplificar el primer término del segundo miembro de la igualdad se usan fracciones

parciales, se detalla el proceso:

1 _ A B C D
G+ D2+ Dk h+D G+12 T+ Tk

Del planteamiento anterior se tiene esta expresion que permite determinar el valor de las

constantes desconocidas
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1=Ak+1D(k+2)k+Bk+2)k+C(k+1)?k+D(k+1)%(k+2)
Para determinar el valor de D se hace k = 0
1=D(1)(2);D = %
Para determinar el valor de B, se hace k = —
1=B(1)(-1); B=-1
Para determinar el valor de C, se hace k = —
1=C(-13% c=1

Para determinar el valor de A, se hace k =1

1
1= AQE O + (~DED + D@ M +(5) @ @)

1=6A+(-3)+4+6=64A+7, 6A=—-6A=—-1
Ahora la expresion queda simplificada

1 1 1 N 1 +11
(k+12k+2)k k+1 (k+1)2 k+2 2k

La integral es igual a una suma infinita

Z kZ (k + 1)? Z %Z%”ZGJ’Z(li1)>[{(21+2)_1]

k=1 k=1 k=1 =1

Se hacen los siguientes cambios para simplificar ain mas la expresion anterior

Las series quedas con una estructura mas simplificable
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T X EETONS S I IE) 0% ESES R
=1

==@-3 %i (za + 1)) €@+2)-1)
=1

Se aplica la siguiente identidad

(—1)k—122k=1720+1)
(2k)! Bak

{(2k) =

En donde B,; son los numeros de Bernoulli. Esta identidad es valida cuando k € N, propiedad
que se cumple, dado que

k=1+1
El valor de la funcion Zeta de Riemann queda expresada

(_1)122l+1n.2(l+1)

((Z(I + 1)) = (2(1 n 1))' 2142
Se sustituye
_ 1 b 1 b [+2 (_1)122l+1n2(l+1)
==<@-3 EkZEJ’ 2; (l(l + 1)) rl+1)+1) Barrz =1

Queda demostrado que también esta integral, igual que otras, se relaciona con funciones

especiales, como la funcién Zeta de Riemann, la funcion Gamma, los Numeros de Bernoulli, etc.
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L 1 (K™
4.2.10 Solucién de la Integral [, {;} dx

Se considera la siguiente integral

1 K m
[
0
En donde k y m con nimeros reales y mayores que 1

Para resolver esta integral se debe hacer el siguiente cambio de variables

_k
Y =%
Los diferenciales seran
k k
dy = ——dx; ——dy = —dx
Los limites de la integral quedaran asi
x=0;y =00
x=Ly=k

Se sustituyen en la integral original todos los cambios calculados

1 = [ortear =] %oy
0 k

Se recurre a las propiedades de las funciones de parte fraccional y se aplica a la integral

1

m o 1+1 m
Of{g} dx:;klf -nm l)

Se hace otro cambio de variables para

u=y-Lu=I1l-1=0 y=1
du=dy, u=1 y=1+1
Con esta transformacién se puede obtener la solucién de la integral
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+1

o 1) 1 1 0
Zklf et l) :; Ofu+z)2 =kofum2(u+l)2

=k =k

Como la sumatoria comienza en |=k y se necesita que comience en I=1, se aplica la siguiente
identidad

o %) k
1 1 1
;(u+l)2=;(u+l)2_;(u+l)2

Ahora se sustituye en la integral anterior

1 o) 1 o
kofumZ(u+l)2 =k0f Z(uu)zdu_kf Z( vk

l=k

Ahora se tienen dos integrales, que se denominaran

La segunda integral es una integral ordinaria

1 k k 1
um
m =
""f” Z(u+z>zdu zkf(uu)zd”
0 0

La integral es igual

m

— - - plp—lum—p m— L m— m—
Iz_kZ ;(—1)1’ eyt Y gy G G+ D

Ahora se evalua en los limites de integracion
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m-—1
— - plp_l m-— m m— m—
L = E k ;:1(—1)10 1(m_p)+(—1) 1(l+1)+(—1) Imim=1n(l + 1)

- <(—1)m‘1 ? + (=)™ Imm-t 1n(l)>

Ahora, se enfocara el esfuerzo en la integral

1 0
_kf mz;d
Y Ly pE™
0 =1

Se comienza con una identidad usando la funcion Gamma

o

1
e (u+l)yydy

(u+ l)2 1‘
Se reintroduce la suma infinita

o)

Z (u+10)? Z

OSS
I
-
ny
=g
<
QU
<
Il
NgE
3
D
I
<
<
[0y
g
QU
<

Se reorganiza los términos de la suma en [

Zf e‘“yye‘lydy=fe‘“yy<Ze‘ly)dy
0 0

=1

Se usa la identidad

Se reemplaza en la integral anterior y se simplifica

00 o oo _ly Cuy e uyy
fe uZe dy = fe uey_1 dy = f(ey—1>
0

0 =1 0

Ahora se puede observar como se ha transformado la suma infinita que se apart6 de la integral
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S 152
(u+02 ev—_1)Y
=1 0

Se reintroduce la transformacion en la integral original

1 00 o e_uyy
_kf Z(u_l_l)zdu kf f(ey_1>dy du
0 =1 0

Ahora se reorganizan los términos segun los diferenciales de integracion

1 [e]
e
kfumf<ey_1>dydu=
0 0

Se puede observar que la integral interior, la que depende de u, tiene la siguiente propiedad

Me~"W)du dy

1
I, = fume‘“ydu
0

El método mas apropiado para resolverla es usando integral por partes

1

; ume Yt m eVt m 2
Ly = Jume_“ydu = —[ ] + ;jum‘le‘“ydu =— [7] +—f um le Wy
0

Yy 1 03’0

Al final queda otra integral, similar a la primera, pero tiene una propiedad interesante
1
Ly = fum‘le‘“ydu
0

Asi en esta integral se puede observar una relacion de recurrencia
—y.1 1 —y1
e m 1 -y e m
Ip=——| +—1]u e Wdu=—|—| +—1In_1
y iy ¥y

3’03’0

Para aprovechar esta propiedad, se define un término que depende de m
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Por la relacién de recurrencia que tiene I,,,, se puede escribir

_ [e'y]1+m1 y
Am = y o y m—1 m!

Si se continua hasta llegar al primer término, se tiene

eV (ﬂ ym—l ym—z ) y> N 1—e7Y

Ty (m—l)!+(m—2)!+' 1

Si se ordenan los términos y se rescriben

eV m m—1 m—2 e~V ® m+p
Ay = — ey_(y_+ 4 + Y +...+X> = — vy
y m! (m—-1) (m-—2)! 1 — (m + p)!

Recordemos que se esta determinando I,

ml eV m+p yp—l
Z mie Y =2
m+p) £ (m +p)!

Ahora introducimos este resultado en la integral I;

g N i e ™y 1 m,-uy
_kf z u+l)2du kf f(ey_1>dy du = )dudy
0 =1 0
( [y R
I, = —uy 1 le=y ) 2
1 )dudy = kf dy = kfey—l mle m+ ) dy
0 0 p=1
Ahora se hacen los arreglos necesarios para realizar la integral
r y _ yb~1 - km! j‘oype‘y
L=k le™ ) —— |dy = d
! fey—l me (m+p)! y (m+p)) e¥—-1 Y
0 p=1 p=1 0

Se usa la identidad

ey —1 z

n=1
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o oo

L= o km! j‘oy”e‘yd B —  km! f » _yz —ny g
1 (m+p)) ey -1 y= (m+ p)! ye ¢ Y
p=1 0 p=1 0

n=1

Se simplifica y la integral queda asi

km!
P 2+n)y
I = (m+p)‘fy Ze dy

Sacamos la sumatoria de la integral y hacemos el cambio de variables z = (2 + n)y

LR o T o kml o dz
I = 'ny”e ydy=z 'Zf o€
(m+p) ) pzl(m+p). ) (2+n) (2+n)

n=1 n=1

Se simplifica la integral y se puede observar que es la funcion Gamma

o

. o0 km! :;3 1 h[ Pe-2g
1T L mep) L@ rnprt) 26
p=1 n=1 0

La integral queda resuelta

km!

1
- — (m +p)!nz=:1(2 + n)p+1 lp+1)

Se tiene la identidad con la funcidon Zeta de Riemann

= 1
;W=5(P+1)—1

(m p)'

El resultado se puede expresar de este modo

'm+1)

L=k) ———
! _lI‘(m+p+1)

Fp+ D@+ —-1)
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Ahora se puede escribir que la integral buscada es

I'(m+
{E} dx—kzr( g +1)F(p+1)(((p+1)—1)

o'\”ﬂ

k m—1
- plp_l m— m m— m—
<(_1)m_1 Tm + (=1)"tmimt ln(l))‘

Sielvalordem =k

1 [ee]
f {%} -m Z F(Sn(er — +)1) b+ DEP+D -1
0 p=1

k m-1
plp 1 - m N
_;m[<2( 1)P~ 1 ) + (-1) 1( +1)+(_1) Il 11n(l+1)>

- ((—1)’"‘1 i (-Dm tmimt ln(l))]

[
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4.2.11 Solucién de la Integral fol {%} dx

Para resolver esta integral

1
[
-— X
\x
0
Se debe hacer la siguiente transformacion de coordenadas

kk
x = mE dx = —kktly=k=1qy

Con este cambio de variables se produce un cambio en limites de integracién
x=0;y =0
x=1y=kk

Se hacen las sustituciones de los cambios en la integral

k

1 k 0
_ [k _ k1, —k=1Yga, — Lk+1 —k-1
I_!{W}dx o[{y}( k*tly )dy =k k’[ O}y dy

Se aplica la propiedad de las funciones de parte fraccional

) +1 +1

I = Z kk+1f (y _ l)y—k—ldy — z kk+1f (y—k _ ly—k—l)dy
l l=k l

1=k
Después de ejecutar la integral se procede con reordenar los términos
© —k+1 AN L I+1
1=y ke (y_ _ ly_)] =Y ke <_;; N LL)]
— — — k-1 k
— k+1 k . i k—1y ky .

Se hacen las sustituciones de los limites de integracion
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I—ikk“( 1 LS S S 11)
_l_k k=104 1Dk k—111 " k(I+ Dk klIk

Se plantea la suma parcial de la integral hasta el término n, observe que se obviaron el factor

kk+1

z":( 1 11 11)
- —1lk1 k—1(0+ D1 k(U +DE  kIF

Se realiza la suma hasta el término n

1 1 1 1 11 11 1 1 1 1 12 12 1 1
Sn S TITE T K12kl T k2E KIE T k=128 1 k—13F1 k3% k2F T k—13%1
1 1 13 13 1 1 1 1 14 14
TR 14T TRk k3F k141 k_15%1 ' k5k kak |
1 1 1 1 In-1 1 n—1 1 1
k—1(—DF1 k=1 kmF km—DF  k—1mF1
1 1 1 n 1n

-1+ DT km+DE knk

Se puede observar que se eliminan algunos términos y se simplifica bastante la suma parcial,

dado que la serie es telescopica. En concreto,

n

1 1 1 n 1 1
k—1 k—1(n+1)k1 k(n+1)k k mk
m=k

Sp=

Cuando se hace tender n al infinito los términos que inversos de n se hacen cero y la expresion

queda simplificada

R S U S 1_1"1
nbe " T k=1 nbek—1(n+ DEL ' abek(n+ DX n‘ﬂ}okzmk

Cuando se lleva este resultado a la integral original y se hacen algunos cambios en indices para

que la suma comience en m = 1. Se puede observar que aparece la funcién Zeta de Riemann

en el resultado y la Numeros Armonicos.
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kk+1

I =

0 k k

m=1 m=1 m=1

En resumen, esta integral de funcién de parte fraccional esta relacionada con la funcion Zeta de

Riemann ({(k)) y con los Numeros Armonicos (H,,)

1

k+1
f { }dx— = kKGO — HY)
0
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4.2.12 Solucioén de la integral f:/z{tan x}dx

Se procede a realizar la siguiente transformacién de variables

Por lo que la integral queda de la siguiente forma

0 /2

{cotx}dx =f {cotx}dx

/2
f {tanx}dx = —
0 0

/2

Ahora se aplica las propiedades de las funciones de parte fraccionada

/2 © cot™1(k) = -1
f {cotx}dx = Z f (cotx — k)dx = Zln(sen x) — kx]ﬁgt_lggrl)
0 ko cot 1 (k+1) k=0

Observe que los limites de integracién son funciones inversas de la cotangente evaluadas en k
y k + 1, en la integral original también se tienen angulos como limites, ahora se esta empleando
todos los valores posibles que toma los limites atendiendo las propiedades de las funciones de

parte fraccionada
/2 had

'[ {cotx}dx = Z[(ln(sen (cot™ k) — kcot™* k) — (In(sen (cot™ (k + 1))) — k cot™1(k + 1))]
0 k=0

Ahora buscamos las sumas parciales de la serie para simplificar la expresion:

S, = Z[ln(sen (cot™ k)) —In(sen (cot™(k + 1))) + kcot™* (k + 1) — k cot™ k]
k=0
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sn = In(sen (cot™(1))) — In(sen (cot™1(2))) + 1 cot™*(2) — 1 cot (1) + In(sen (cot™1(2)))
— In(sen (cot™(3))) + 2 cot™(3) — 2 cot™(2) + In(sen (cot™(3)))
— In(sen (cot™1(4))) + 3 cot™1(4)
—3cot™(3) + -+ + In(sen (cot ' (n — 1))) — In(sen (cot™*(n))) + (n — 1) cot™*(n)
— (n—1) cot™}(n — 1) + In(sen (cot™*(n))) — In(sen (cot™*(n + 1)))

+ncot™I(n+ 1) —ncot™1(n)

Se puede observar que la serie es telescopica y por tanto se puede simplificar de manera sencilla.

El resultado es
n
sp = In(sen (cot™ 0)) — In(sen (cot™*(n + 1))) — Z cot™7tk+ncot™i(n+1)
k=1

Usando las relaciones trigpnométricas,

X

Figura 5. Triangulo que relaciona el
angulo  con las  funciones
trigonométricas.

En la figura anterior se puede observar que la funcién trigonométrica cotangente es
cotg =x > @ =cot™lx

1
V1 + x2

seng =

Ahora se puede hacer simplificaciones adicionales

1
In(sen (cot™10)) = ln( ) =lnl1=0
( ) V1 +0?

Por otro lado
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1 1 1 1
lim sen (cot™'(n + 1)) = lim ————= lim —— = lim — = lim —
n-oo noo [T 4 (n+ 12 e 1+ (n)2 noevnZ  noen
Estas simplificaciones se justifican porque el valor de n tiende al infinito, eso trae como
consecuencia

1
lim In(sen(cot™(n + 1))) = limIn (—) =—limInn
n—-oo n—-oo n

n—oo

Por otro lado, el término ncot™!(n + 1) tiende a 0 cuando m tiende al infinito, asi este término

queda simplificado de la siguiente manera

limncot™'(n+1) =1

n—oo

Queda pendiente expresar de otra manera la suma de la funcidn inversa de cotangente. Para

ello se recurre a variable compleja. Se parte de la definicion de seno y coseno de z

elz — p—iz
senz = _
2i
eiz _|_e—iz
oSz = ———
2
eiZ +e—iZ
cosz ——3 - e¥+e™”

cotz =

senz e —e2 gz _g-z

21
Como z = cot™1 k, se busca el valor de z despejandolo de la ecuacién
i(e'% + e7i2) = k(e — e~2)
Multiplicamos toda la expresién por e y se simplifica
i(e*” +1) = k(e?* - 1)
ez 4| =ke?z —
02z _ iz — _j _

(i—k)e?”=—i—k
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—i—k k+i

2iz _
¢ i—k  k—i
Se aplica la propiedad del logaritmo natural
2ig =1 (k + i)
lZ =1n k—i

_11 (k+i>_—il (k+i>_i1 (k—i)
2= =) T2 " =) T2

Se reordenan los términos para poder expresar el resultado en serie de potencias:

bty (o)) e, (0
k

Se usa la identidad:

xm
In(1—x)=— —
m
m=1
O R
TR T m m ) km
m=1 m=1
1n<1 _ (_L)> 3 (&) _ S ((—0"1)1
k/) m m Jk™
m=1 m=1
Ahora se puede sustituir en la serie cotangente inversa
Yreorw=53 i (1-5)-m (=53 |- 2 (7)1 (S
«© - TR TR T2 m ) km m
k=1 =1 k=1 m=1 m=1
=23 Y L Y O™y L
ZCOt (k) 2 m km+2 m Jk™
k=1 k=1m=1 k=1m=1
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Obsérvese que en esta serie aparecen términos que se corresponden con la funcion Zeta de
Riemann. La funcion Zeta de Riemann no converge cuando m = 1, por esta razén se desarrolla

la serie para este valor. De este modo la serie queda de la siguiente manera

5 13 (543 (L) 153 (D) i35 ()%
S 1SS S (B RS S ()
= = =1 k=1m=2 k=1m=2

Se reordena las sumatorias para hacer relucir la funcion Zeta de Riemann

Yarw =y i-5 3 ()Y g ()Y

2

Para recordar, la funcion Zeta de Riemann es

(=YL
k=1

La expresion para la suma infinita de cotangente inversa es

Ahora la integral sera

/2
f {tanx}dx =1
0

o]

I=1+Ai_r&(lnn—2—> lZ( )C(m)—%iC )m>f(m)

=2 =2

Existe una identidad entre funciones especiales, en este caso la funcién Zeta de Riemann y la

constante de Euler-Mascheroni y la funcion Gamma:
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x™M=—yx+ ln(F(l — x))

- ((m)
m
m=2

Asi los términos que tienen la funcion Zeta de Riemann se pueden expresar

(%) {(m) == z £m) m — %[—yi +In(T(1 - 10))]

m
m=2 m=2
% > <(_T;) ){(m) - %;ﬂ? (~m = %[yi +In(r(1 + )]

Ahora se puede sustituir en la expresion de la integral

I=1+ lim <lnn - 2 l) + % [-yi+In(T(1-D)] - % [vi + In(T(1 +0))]

n—oo k
k=1

I=1+ lim <1nn— Z%) +%(—yi) +%ln(F(1 — 1)) —%yi —%ln(f‘(l +10))

n—oo
k=1

n-oo k 2

n

1 i i

I=1+ lim <lnn—z—> Z+51n(r(1 ~)) +%—Eln(l“(1 +)
k=1

Como se sabe que la constante de Euler-Mascheroni es

n
= lim (1 Zl
[ k

k=1
Se sustituye y la integral queda
y U W ,Y i ,
I=1-y +5+51n(r(1 — 1)) +§—§ln(F(1 +10))

I=1+ %ln(I‘(l —-0) - %ln(F(l +1))

i ra-i
I = 1+§1n<m>

Para simplificar ain mas la expresién se usa la siguiente identidad
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r(z2)r(1—-=z) =

~ sen (mz)
Seremplazaz =i
rora-o = sen (i)
T
ra-i

- ['(i)sen (mi)

El valor de sen (i) no es convencional, por eso podemos expresarlo de una manera que pueda
ser calculado en una calculadora cientifica de bolsillo
ei(m’) _ e—i(m’) e~ — T i

() = = = — T _p T
sen (i) o7 T > (e e™™)

sen (mwi) =isenhm
También, se puede usar la siguiente identidad para simplificar la expresién
(1 +i) =il®)

Se hacen todas las sustituciones para obtener

m
(1 —i S — . B
=t (O0) oy (TODE ) (e

2 \Ir(1+1) 2 lrfl) 2 \(r@@))" senhm

Asi, la integral buscada es

/2 i -1
f {tanx}dx =1 +—ln( > >
0 2 \(r@)) senh (n)
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4.2.13 Solucién de la integral [, f; {—-}" dxdy

xX+y

Se hace la siguiente transformacion de coordenadas
t=x+y
Los limites de integracion se cambian
y=0;t=x
y=Lt=x+1

Las diferenciales se hacen respecto a las variables t e y, de modo que, dt = dy. Se introduce

los cambios en la integral original

1 /x+1

[ [l o= ([ 1)

0 X

Se integra por parte para seguir realizando la integral

x+1
m

=] e

X

vor-{ehf -
[g()] =1
gx) = x
Se implementa la integracion por partes
1 /xen S SN Lt m m
(O e 0] (-8

Se evalua f(x)g(x) en los limites [0,1]

1+1 0+1

S o] ge-of fra-]
x x=0 1 0 |
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La otra parte se simplifica y quedan dos integrales,

1 1 1
1 m m 1m
—fx{ }—— dx = — fx dx+fx{—}
x+1 X x+1 X
0 0 0

Para hacer la integral con el binomio en el denominador se hace el siguiente cambio de variables

t=x+1
x=0;t=1
x=1;,t=2
dt = dx
Se aplican todos los cambios
1 2 1 m 2 1 m
S t—1{—} dt = f "t f{—} dt
fx X+ 1 f( ) t + t
0 1 1
La integral sera la suma de todas las que se han encontrado
2 2 2 1
0% 0% " 1™
= [} e [ e [l @ [+ e
t t t X
1 1 1 0

Sim =1, la integral queda asi

2 2 1
1 1 1
=2J(—>dt—ft(—>dt+fx dx—21n2—1+fx{—}dx
t t X
1 1 0

0

Para resolver la integral que falta por calcular se hace el siguiente cambio de variable
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Los limites de integracion quedaran

Se aplican los cambios a la integral

fx{i}dx = — f%{t
0 o

A
o~
N &
N—
Il
T3
<~r|’;:
[
<Y
o~
Il
Mg
—_—
Yy
o~
N
w
w
p—
<Y

k=1
1 ') k+1 [00)
1 (t — k) 1k
[efdar=2 [ Fmae= 2[5+ 7]
X t3 t 2t2l,
0 k=1 k k=1
Se evalua la integral en los limites
1 9]
J {1}d _ Z (k 1 1 k1 4 1)
*x "_klz(k+1)2 k+1 2k2 K
0 =

Se reordenan los términos y se buscan la suma parcial de la sumatoria infinita

11 11 1 1 21 21 1

1 31 31 1 1
mTo@E 21271 272@2 2227273 2@z 23 T3Ta
n—1 1 1 1 n 1 nl 1 1

T2 m-D?Thn—1 n 2m+D? 2n2 n n+l

Como esta serie es telescopica, se simplifica la mayoria de los términos

_n_ 1 on 12":1
MT o+ 2 Tn+1 2Z4Kk2
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Cuando hacemos tender n al infinito el resultado se simplifica

y oo (n 2 n 12":1 1 L
i = A Sy D2 Tl 24402 )~ 2¢

La integral queda

1
I=21n2—1+fx x—21n2—1+1——((2)—21n2——((2)
0

Dado que {(2) = %2 el resultado final es

11
ff dd Jnz- "
xay = n 12
00
Cuando m = 2 el resultado es
1
I,=1-1 2+f O V.
2 = n x = n Yo 12
0
Para m > 3 la integral es
m—3 22-m rm+1)~ ( + 1)!
Ly, = + + ( )Z(] .)(C(i+2)—1)
m—1)(m-2) (m—-1(m-2) _1(m+])!

En este resultado se puede ver claramente la vinculacion entre esta integral y las funciones

especiales Gamma y Zeta de Riemann.
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4.2.14 Solucioén de la integral fo Jo { }dxdy

Para hacer esta integral se hace la habitual transformacién de coordenadas

_ X
Y=
Cuyos diferenciales se relacionan
X
dy = —t—zdt
Los limites de la integral quedaran
y=1t=x

Se aplican los cambios a la integral original
oo

bff{g}dxdy Ofl j—dt dx

X

Para continuar con el proceso de integracion se procede mediante integrales por partes

, g
[fQl'=-—5
[g()]" =x

2
g(x) =—

Se hacen las sustituciones

1 00 1
[ = [Bac)ax = goreonzs - [ireorgea
0 X 0
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[o(] GaJoe () e -f(-2

x=0

El primer término de la integral del segundo miembro es

. x=1
x? {t} {t} 0? {t} 1
() )| - ) ([ 2)-(5)( [ ) -3
X x=0

Como se ha visto antes esta integral es

( 1
[Ga=30-w
1

N| =

El otro término del segundo miembro sera

1 1 1
{x}\x 1 1[x? 1
J(—x—>—d ———f{X}dx———!xdx=—5[7]0=—Z

La integral buscada es

11

_ 1y 3 7o
[[Gaxtr=30-1-(-35)=3-%
00

Esta integral doble de funcion de parte fraccional esta relacionada con la constante de Euler-

Mascheroni.
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4.2.15 Solucién de la integral [ {G) -(3) }xm(1 — x)mdx

1-x
Para realizar esta integral se necesita recurrir a otra propiedad de las funciones de parte

fraccional

O+ {-f}=1
En este caso la funcién es esta

k

=) ()

Y el negativo de la funcién esta

=) +(25)

Por tanto, se debe cumplir

(-0 )=

Ahora, en la integral si se hace la siguiente transformacion de coordenadas

y=1—x; dy =—dx

Con se consiguiente cambio de los limites de integracion

Se hacen los cambios en la integral original y se obtiene el siguiente resultado

f{(%)k - (ﬁ)k}xm(l —x)"dx = f{(ﬁ)k - G/)k} (1= y)™y™(—dy)

0

Se simplifica y reordena los limites de integracién
F(1\K 1 \" Cr1\E 1K
) meq1 —_ ,\m — ) (= meq _ . \m
f{(x) (1—x) }x (1 =x)"dx _[{(l—y) (y) }y (A =y)"dy
0 0
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De la propiedad de las funciones de parte fraccional se puede deducir

(=)} =1-{f()}

De ahi se tiene

1 K K
{25 o
Si se simplifica
1 1 1 k 1 k
fym(l —y)"dy - f {(;) - (m) }ym(l —-y)"dy
0 0

En la expresiéon anterior se puede observar que el primer término es una funcion especial, la

funcién Beta, y el segundo término es la integral original

1 1 1
1\ 1 \F 1\ 1 \F
2) - (—) byma- md=fm1_ md—f{(—)—(—)}ml— mg

f{<y) (1_y)}y( y)"dy = | y"(1—y)™dy y 1=y y™(1—y)"dy
0 0 0
Se despeja la integral buscada y se obtiene

1 1k 1 k 1

[0~ () pr-mo= [rra-mr
J y 1—y y y)ray Oy y)ray

Si se recurre a la funcién Beta se tiene que la integral del segundo miembro es

1

1
[yma=ymay = [y - ymetay = Ban + 1,m + 1)
0 0

La integral sera igual
TN 1 \F
zj{(—) —(—)} m(1—y)"dy = B(m + 1,m + 1)
G 1=y |7 y)"dy

Como se sabe de la relacion entre la funcién Beta y la funcion Gamma
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F(m+ DMm+1) _ (T(m + 1))’
Im+1+m+1) T@m+2)

Bm+1m+1) =

Ahora se tiene el resultado final de la integral

f {<l>k - (L)k}ym(l — y)"dy = EM

y 1-vy T 2T(2m+2)
0

En esta integral de funcién de parte fraccional queda de relieve la relacién entre esta funcién

particular y la funciones especiales Gamma y Beta.
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4.2.16 Solucion de la integral fol {i} In x dx

Se hace la transformacion de variable

1 1
Xx=-; dx=——dt
t t
X =00; t =00
x=1, t=1
Se aplican los cambios en la integral
4 Int
f{t}(—lnt) f{}—dt— f{t}t—zdt
1

Ahora se aplica las propiedades de las funciones de parte fraccional

o k+1 o k+1

f(t k)ln(t)dt— Zf lnt klnt it

1 [ee) k+1

(lnt klnt) Jlntd(lnt)dx"""z f

Resolviendo la integral por el método de integracién por partes en la integral

Sk

k=1

£

k=1

w%f

k+1
Int
£2
k

dt
du:T; u=Int

t
vzlnt;dv:T

Se aplica el método
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k+1 0 k+1

- nt _Ingp¥ dt
Z"f % Z +f =3
k k=1 k

k=1

m k+1 o0 k+1
kf lnt k ln(k+1)+1nk (1)
ﬂ k+1 k t
k=1 k k=1 k

Se evalua la integral y luego se reorganizan los términos

k+1

ik Int _ = k nk WGk+1) 1 1

f'ﬁ_ B 'k k+1 k41 k

k=1 g k=

[o'e) k+1 o0

Zk lntdt_z InJ kin(k + 1) k +1
t2 " k+1 k+1

k=1 g k=1

Se dejan algunos términos sin simplificar para poder hacer las simplificaciones de manera mas

natural

k+1

f lntdt_i kink kinGe+1)  —k+k+1
t - k k+1 k+1
k k=1

Zk
k=1

Se plantea la suma parcial del resultado para determinar el término de suma
n
Z lnk ln(k+1)+ 1
k+1 k+1

Se plantea la suma parcial hasta el término n

In1 In(2) 1 2ln(2) 2ln(3) 1 3ln(3) 31n(4) 1 In(4) In(5)

R B R e e T e
i 1)lnn—l ( 1)lnn_l_l_l_ Inn ln(n+1)+ 1
n n—1 n n n nn " n+1 n+1

La parte telescopica de la serie se simplifican y el resultado es

zn:nk+1 In(n+1)

H, —1
n+1+"

k=1

Como los valores de n son enormes, la aproximaciéon que se muestra adelante es aplicable
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n>»>1;, n=n+1

Eso simplifica el resultado

S Ink + 1
Sn=kzl 1 —Inn+H,—-1

Volviendo a la integral que falta

o)

—f Intd(Int)dx = — lim

n—-oo

1
= ——lim (Inn)?
2 n-oo

[(m t)z]"
2 1

1

La integral original queda resuelta por la siguiente expresion.

1

1 Clnk 1
f{;}lnxdx=llm[Hn—lnn]+11m ZT—E(IHZTQ) —1=)/0+)/1_1
0

n-oo n—-oo
k=1

Notese que en esta expresidn aparece la constante de Euler-Mascheroni y la constante de

Stielties paran =1
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4.2.17 Solucion de la integral |, x {;} dx

Se considera la siguiente integral

1 1 k
[orfy o
X
0
En donde k y m con numeros reales y mayores que 1

Para resolver esta integral se debe hacer el siguiente cambio de variables

1
= X
Los diferenciales seran
1 1
dy = ——dx; ——dy = —dx
y
Los limites de la integral quedaran asi
x=0y=o00
x=1Ly=1

Se sustituyen en la integral original todos los cambios calculados

1m1 g . ()
oo 2

Se recurre a las propiedades de las funciones de parte fraccional y se aplica a la integral

M A (=D
[emff ax=> | Fmezav
0 l

Se hace otro cambio de variables para

u=y—Lu=1l-1=0 y=1
du=dy, u=1, y=1+1
Con esta transformacién se puede obtener la solucion de la integral
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o [+1

o 1 1 0
f (v - l)" f u* p f ; 1
m+2 = 2 myzdU= | u E myz U
=) (u+D . (u+D

Ahora se sustituye en la integral anterior

1 [} 1 0 1
k — k
f” Z(u+z)m+2 ‘f” Z(u+z)m+2d”
0 0

=1

Se aplica la identidad de la funcion Gamma

oo

1 1

— —(u+ly m+1d
(u + D+ (m+1)!_[ ¢ yoey
0

Se reintroduce la suma infinita

o)

Z u+ l)m+2 Zf —(u+l)yym+1dy :Zf e—uyym+1e—lydy
=19 0

=1

Se reorganiza los términos de la suma en [

Z.[ e—uyym+le—lydy — f e—uyym+1 (Z e—ly) dy
0 0

=1 =1

Se usa la identidad

Se reemplaza en la integral anterior y se simplifica

o foe) (o] o _ 1
e—uyym+1 z e W dy — e—uyym+1 dy e uyym+ dy
ey -1 eV —1

0 =1 0 0

Ahora se puede observar cdmo se ha transformado la suma infinita que se aparté de la integral
- 1 r e Wy
Saie | (522)
(u+10)? ey —1
=1 0
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Se reintroduce la transformacion en la integral original

1 0 oo
e—uyym+1
— k — - <
_kfu z(u_l_l)zdu kf f(ey_1>dy du
0 0

=1

Ahora se reorganizan los términos segun los diferenciales de integracion

! o e—uyym+1 m+1 1
kfukf( 1 )dydu—kf f(uke_”y)dudy
0 0 0

Se puede observar que la integral interior, la que depende de u, tiene la siguiente propiedad

1
Iy = fuke‘“ydu
0

El método mas apropiado para resolverla es usando integral por partes

1

fuk 1 Uy du
0

=

; uke—yu k 1 e y
Ik=fuke_“ydu=—[ ] +— juk leeWdu = — +
0 yolo Yy 0

Al final queda otra integral, similar a la primera, pero tiene una propiedad interesante

1
Iyq = fuk‘le‘“ydu
0
Asi en esta integral se puede observar una relacion de recurrencia

e "1tk : etk
I, = — [—] +—fuk‘1e‘“ydu =— [—] +—I_q
0 y y 0 y
0

Para aprovechar esta propiedad, se define un término que depende de m

Ikyk

%= Th

Por la relacién de recurrencia que tiene I, se puede escribir

—y-1 k

e k y

= =-]— I, . |=
og% < [y]0+yk1>k,
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Si se contintia hasta llegar al primer término, se tiene

RN TR ) TR

eV yk yk—l yk—z y 1—e™Y
w2 )

Si se ordenan los términos y se reescriben

ey k k-1 k-2 eV k+p
a =— ey_<y_.|_ y + y +...+X> = Y
y k! " (k-1 (k—2)! 1

Recordemos que se esta determinando I,

kl e~V o ypl
Z =kle™
(k+p)' £ (k+p)!

Ahora introducimos este resultado en la integral I

1

! had @ e Wym+l b ym+l !
= [ = [ <ey—_1>dy tu= | Zr— [ ey
0 =1 0 0 0
- f ey — j
0 0

Ahora se hacen los arreglos necesarios para realizar la integral

o k! my’”*pe‘y
1_Z(k+p)!f -1 Y
p=1 0

Se usa la identidad

e’y —1 Z
oo o m+p -y (%) o %)
:z k! fy _e Z f m+pe—yze—nydy
£ 1(k+p)! ey —1 k+p)'
= 0 =

n=1

Se simplifica y la integral queda asi
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[oe]

m+p -(2+n)y
Z k+ p)' f Z ¢ dy

n=1

Sacamos la sumatoria de la integral y hacemos el cambio de variables z = (2 + n)y

oo

[e] oo ©© oo m+p dZ
z Z.f m+pe—(2+n)ydy Z Zf -z
] k+P) &) (k+p) ) C+n)m?° (2+n)

Se simplifica la integral y se puede observar que es la funcion Gamma

[oe]

okl w 1

I = f Ppo—Z

! Z (k+p)!z_ @+ nymeet ) 2
p=1 n=1 0

La integral queda resuelta

o koo 1
I =Z Z r 1
1= LGl L2 vy AP D)
p=1 n=1

Se tiene la identidad con la funcién Zeta de Riemann

Z 2+n)m+l’+1 ={(m+p+1)—-1

Por esta razon la integral queda

l" —
Z(’H ST+ + DEm +p+1) =1
El resultado se puede expresar de este modo
I'k+1)
1—k2F Fm+p+1DCm+p+1) —1)

(k+p+1)

Ahora se puede escribir que la integral buscada es

1 o]
fxm{ } zr(z(i-lri)l)r(m"fp"'1)(((m+p+1)—1)
0 p=1
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Sielvalordem =k

1 [e0)
m '(m+1)
Ofx { Zr(m+p+1)F(m+P+1)(Z(m+p+1)—1)

fxm{%}mdx - if‘(m+ DEm+p+1)—1)
0 p=1

En este resultado se puede ver claramente que esta integral esta definida por las funciones

Gamma y Zeta Riemann.
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Capitulo V Discusion y Analisis de los Resultados
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5.1 Analisis de las integrales con la constante de Euler-Mascheroni

Las constantes en matematica tienen un significado que transciende a la misma definicion
matematica. Por ejemplo, una de las constante mas famosas de la matematica es pi, esta
constante se define como el cociente del perimetro de un circulo y el diametro de este. Asi,
cualquier resultado en donde aparezca el valor de pi, se relaciona a longitudes de circunferencias
y diametros, o al area del circulo, etc. Siendo mas rigurosos, estos problemas se ligan al famoso
problema de la cuadratura del circulo. Analogamente sucede con la constante de Euler-
Mascheroni, en toda operacion de analisis matematico donde aparece esta constante es de
sospecha inmediata que este problema esta ligado a algun tema importante de teoria de

nuameros.

La constante de Euler-Mascheroni, de aqui en adelante la constante EM, tiene una significancia
interesante, se define a partir de una serie divergente (la serie arménica Y. 1/k) y un término
divergente (Inn) por si solos. Es bastante llamativo que existan tantas integrales de funciones de

parte fraccionada que tienen entre sus resultados esta constante.

Por la naturaleza de las funciones de parte fraccionada, las integrales que poseen una funcién
de este tipo siempre tendran una serie infinita, que dependen de numeros enteros, cuando las

funciones estan definidas sobre los numeros reales.

Para puntualizar el argumento sobre una base sdlida se extendera el andlisis sobre la integral

1 ) ©
Of{i}d’“;ﬁ‘;(%‘l“(k?)):1‘V0

Primero se mostrara el grafico de la integral original. En el grafico anterior cada trazo de la curva

representa un valor de k diferente, de derecha a izquierda k = 1,2,3 ... En la integral se puede
observar que el valor de k tiende al infinito. Mientras el valor de k tiende al infinito el area debajo
de cada curva tiende a cero, o sea, el area debajo de la curva para k es siempre mayor que para

k + 1, asi, cuando k tiende al infinito el area de ligada a esa curva tiende a cero, lo que implica

. . . . 1
la convergencia de la integral de la funcional de parte fraccional de pos

El resultado final de la integral se puede interpretar geométricamente. El area total del perimetro
donde esta definida la integral es 1, pero el area de la integral es: 1 — y,. El area de la integral

es, graficamente hablando.
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Figura 5. Gréfico de la funcion f(x) = {1/x}
\

Figura 6. Gréfico de la integral [,{1/x}dx

Como se ha dicho, el area del cuadrado de lado 1 es 1, la constante EM se puede representar
geométricamente como se puede observar en el grafico de la pagina siguiente. El area
sombreada representa el valor de la constante EM. La constante EM no se ha demostrado aun

si es o0 no irracional o si es transcendente, que parece insignificante, pero es un problema capital
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en la teoria de numeros. Se podria especular que posiblemente se pueda usar una de estas
integrales de funciones de parte fraccional para demostrar una o ambas propiedades
(irracionalidad algebraica e irracionalidad transcendente) de esta constante que aparece en todos

temas dispares del analisis y la teoria de numeros.

0.8
08 .

0 .

0.5 = R % s i i

0.2

Figura 7. Representacion grafica de constante de Euler-Mascheroni.

Un hecho interesante de este resultado en esta integral es que se puede interpretar el resultado
con el area finita de un cuerpo que tiene perimetro infinito, como un fractal. Este grafico tiene la
propiedad de un fractal, tanto visual como analitico. Cuando se hace un zoom del grafico
manteniendo el origen a la vista la forma del mismo no cambia, siempre luce igual. Es una
propiedad inesperada en los resultados, es una especie de fractal direccional, uno que mantiene

la forma mientras se hace zoom y se desplaza en una direccién fija, en este caso hacia cero.

Ahora se resaltara la integral siguiente, dada la relacion que tiene con la anterior y para justificar
los argumentos antes expuestos. Se consideraran los graficos de las funciones de parte

fraccional que componen el integrando.
1
[(Hl=se=2n-
x)(1—x X =2
0
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En la pagina siguiente se muestra el grafico del integrando. Se puede observar la simetria que
exhibe en x = 0.5. Mas adelante, se muestra una superposicion de graficos que se corresponden

con las funciones de parte fraccional en el integrando

=}
s [

La funcion f(x) es la que se representa en color rojo y la g(x) se representa en color verde. Se
puede observar que las funciones f(x) y g(x) son una reflexion de la otra y que el patron que

dejan en la funcion f(x)g(x) es el limite de la otra.

El 4area sombreada representa el valor de la integral. Se puede inferir que el valor de la integral

excede el cero porque 2y, > 1, y esa simetria observada se debe a la multiplicidad de la

constante de EM.

R

Figura 8. Gréfico de la funcion f(x) = {1/xH1/(1 — x)}
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Figura 9. Gréfico compuesto, rojo) funcion f(x) = {1/x}, verde) Grafico de la funcién g(x) = {1/(1 — x)}, negro)
Grafico de la funcion f(x)g(x) y gris) Grafica de la integral f01{1 JxH1/(1 = x)}dx

La integral siguiente tiene un papel fundamental en mostrar graficamente el valor de la constante
EM

o]

m (z‘k—ﬂ) D G DD =y,

k= k=1

1
of
En la pagina siguiente esta la grafica de la funcién

f& )_{_}lxx

Obsérvese que en el intervalo [0,0.5] aparecen unos picos curvos muy similares a los que

aparecen en el grafico de la funcién anterior resefada. El valor de la constante EM
Yo = 0.577 215 664 901 860 606 ...

La parte sombreada del grafico a partir del intervalo [0.5,1] tiene un valor de 0.5 exacto. Eso

implica que el area sobre la parte curva es
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Yo — 0.5 =0.577 215 664 901 860 606 ...— 0.5 = 0.077 215 664 901 860 606 ...

Esta integral se puede igualar a la funcion Zeta de Riemann, dado que tienen el mismo valor

1 o)
Oj{%}lfxdx - kZZH)"%

I N N

)

{XXA-

L

o1l o2 013 04 0.5 0l6.. oz lol8 ) K]
R o e AR A AR AR e e N B R

Figura 10. Gréfico de la integral f01{1 /x}(x/(1 —x))dx
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5.2 Analisis de las integrales con las funciones especiales

La funcidon Zeta de Riemann es la funcién especial mas estudiada por los matematicos. Hasta el
momento se ha demostrado que esta funcién esta relacionada con muchas otras y
sorpresivamente aparece en todas las integrales de funciones de parte fraccional. Basta decir

que la constante de EM es un valor que arroja esta expresion

k
z( 1)k5( ) Ve

k=2

O estas otras dos identidades que es similar a otros resultados

5: -1_.
X = Yo
k=2

Z(_l)ka_l —In2+y,—1
k=1

Por esta razén, se puede sustentar que todo gira alrededor de funcién Zeta de Riemann y de las

demas funciones especiales.

Se examinara este resultado:

n+m

f{%}n {%}n dx = Zril(—l)nﬂ_l CGH-D+(D"=2n i (((Zm +n)—-J{2m+n+ 1))
’ =

j=2

En la solucién se consideré a n un numero entero positivo mayor o igual a 2 (n > 2). Se observo
qgue en todas las soluciones donde involucra coeficientes y exponentes aparecen las funciones
especiales. En los casos donde los exponentes se especificaban de manera general, como el

caso anterior, siempre aparece la funcion Zeta de Riemann.

En la definicién de la funcién Zeta de Riemann el valor del argumento es complejo, con la
extensioén analitica, asi que se podria considerar esta extension aca. La funcién Zeta de Riemann
tiene una importancia capital en la matematica, dada su conexién con los nimeros primos y su
distribucion. En estos resultados subyace muchas consecuencias interesantes. Para mostrar que

se quiere establecer se asumira un valor positivo en n = 2k

! 2k 2k—-1

2m + 2k) — {(2m + 2k + 1
j x dx—zz( DHFHTEH-D+1- 4k2(€(m+ )Zki(mm+ +1))
0

j=
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Existe una identidad cuando el parametro de la funcién Zeta es par o impar, si se observa en los
términos anteriores de la solucion de la integral, los valores par-impar se van invirtiendo en cada

suma, lo que permite hacer una divisién para los términos pares y los impares

= o (¢(2m + 2k) — {(2m + 2k + 1))

2 Z(—1)2"+f-1 (((j)—1)+1—4kz i
j=2 m

=0
=(D*MER) - D+ 1+ (DHF*EB) - D+ 1+

S @mA2k) o {(2m+ 2k + 1)
_1)2k+2k-2 1y _ _
+(=1 CRk=1=1)+1-4k ) o ———+4k =

m=0 m=0

Se reagrupan los términos pares e impares

2k—1 o (¢2m +2k) — {(2m + 2k + 1))

2 Z(—1)2’<+1—1 (((]')—1)+1—4kz T
j=2 m

=0

o ((2m + 2k
- €@ D~ (WD~ G -1~ (k-2 1)~k Y 2O
m=0
FER =D+ EE =D+ N =D+ + Gk =1 = 1) +2k—1

o ((2m + 2k + 1)

4k
+ 2k+m

m=0
Aplicamos las identidades de la funcién Zeta conocidas

2

(@ ="
{(4) = ’9’—0
2(6) = %
{(2m + 2k) = (—1)m+k+1 %nzmm

Todos estos valores, la evaluacion de la funcién Zeta para un valor par son transcendentes, dado
que pi es transcendente. Para los demas valores impares ya se ha demostrado que algunos
valores, tal como {(3) conocida como la constante de Apery, son irracionales. Lo que convierte
este resultado en una cantidad transcendente.
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Demostrar si un ndmero es irracional o transcendente es sumamente dificil, pero dadas las
caracteristicas de estas integrales, puede que sean un camino en el devenir de una posible
demostracion de si la constante de EM y de otras cantidades que se han mencionado en esta

investigacion son irracionales o transcendente.
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5.3 Sobre las soluciones de las integrales de funciones de parte fraccional
Para solucionar las integrales de funciones de parte fraccional se usaron varios métodos que se
pueden considerar avanzados. En casi todas las soluciones encontradas, excepto en dos, se

tuvieron cantidades reales y series de enteros.
En la mayoria de los casos se procedio con el siguiente algoritmo de solucion:

e Se procede con un cambio de variables apropiado y sus correspondientes cambios en los
limites de integracion y los diferenciales.

¢ Si la integral aun no podia ejecutarse con el cambio de variables pasado, para poder
aplicar las propiedades de las funciones de parte fraccional, se realizan los cambios de
variables necesarios hasta lograr aplicar las propiedades las funciones de parte
fraccional.

o Cuando se aplican las propiedades de las funciones de parte fraccional la integral queda
una sumatoria en los valores enteros de la variable que se ha transformado.

o Enla mayoria de los casos se deben hacer ajustes para que la serie que se obtiene en la
solucidn pueda expresarse en términos de series conocidas o de funciones especiales.

e En todos los casos las series obtenidas son series telescopicas, lo que trae como
consecuencia que sea relativamente sencillo buscar la suma de la serie mediante la suma

parcial de los términos.

Sorpresivamente todas las series obtenidas como solucion de las integrales de funciones de
parte fraccional estaban relacionadas con las funciones especiales Zeta de Riemann, la

funcion Gamma o una combinacioén de ambas.

Las soluciones de las integrales inéditas fueron sorpresivamente de variables compleja, a
pesar de haber restringido las cantidades de partida como perteneciente a los numeros

reales.
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Conclusion

Las integrales de funciones de parte fraccional estan muy ligadas a la funcion Zeta de Riemann,
la funcion Gamma vy la funcion Beta. El estudio de estas integrales se puede convertir en un
medio para hacer inferencias y demostraciones de si los valores que poseen la funcion Zeta de
Riemann sean irracionales o transcendentes, dada su evidente conexion, que se ha

documentado en este trabajo.

Las integrales de funciones de parte fraccional se relacionan fundamentalmente con las
funciones especiales, aunque se han obtenidos muchos resultados con la constante de Euler-
Mascheroni, todas se pueden reducir a la funcion Zeta de Riemann o a una combinacién de
funciones especiales entre las funciones, Zeta y Gamma, los numeros arménicos, los numeros

de Bernoulli y los numeros de Stieltjes.

Aunque estas integrales se han estudiado de manera extensivas no se han hecho con el objetivo
de ligarla otras areas de la matematica, se han visto como un mero juego o concurso. No se ha
hecho un esfuerzo de “juntar” esta disciplina con las demas, como con otras integrales de la
matematica que son estudiadas por grupos especializados, entre ellas se pueden citar las
integrales elipticas y otras integrales que estan formadas en el integrando de combinaciones de
funciones especiales. Es obvio que una razén posible de esta carencia de interés viene dada por

la falta de aplicaciones practicas de estas integrales hasta el momento.

Ha quedado patente que estas integrales deben ser analizadas con mas detenimiento y que la
comunidad de los que hacen matematica le busquen las posibles conexiones que tienen con
otras disciplinas que se encuentra bien asentadas en sus diversas areas, o bien crear los
fundamentos formales para una nueva y potencial disciplina que tenga alguna utilidad

matematica o que su uso y aplicaciones en otras ramas del conocimiento sean esenciales.

El método de resolucion de las integrales de funciones de parte fraccional es Unico. Se deben
emplear métodos avanzados realizar las soluciones en casi todos los casos, pero tienen la
ventaja de que el algoritmo que se debe usar es mas o menos generalizado. En otras palabras,

se puede aplicar en casi todos los casos.
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Recomendaciones

En este breve y exploratorio estudio quedo claro para el autor que las integrales de funciones de
parte fraccional deben tener un espacio en la bibliografia de los matematicos. Resulta muy dificil
encontrar material sobre el tema. Lo normal es que se encuentre perdido entre otros, sin
mencionar las mismas palabras para hacer referencia al tema. Por este motivo se recomienda
que este tema sea examinado por Mathematic Subject Classification para la inclusion de este

tema con su correspondiente codigo en el MSC2030.

Esta investigacion ha documentado evidencia encontrada por muchos matematicos de una
posible conexién de las integrales de funciones de parte fraccional con la funcién Zeta de
Riemann y con otras funciones especiales. Muchos consideran la funcion Zeta de Riemann la
funcion mas importante de la matematica en este momento, desde hace mas de 150 afios. Por
tanto, animamos a otros investigadores del area de la matematica en consolidar una
investigacion mas formal y orientada en buscar una demostracion de la evidencia documentada
en este trabajo. Existen muchos indicios y muchas pesquisas que pueden darle impulso a una
nueva investigacion que trate de determinar los vinculos que pueda haber entre las integrales de

funciones de parte fraccional y la funcion Zeta de Riemann.
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