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RESUMEN

La trigonometria esférica como estrategia para la navegacion ortodromica es
una herramienta fundamental de la navegacion en ausencia de instrumentos
electronicos.

El planteamiento de las estrategias para la havegacion ortodromica, extiende su
campo a la navegacion maritima, area y espacial, es donde radica su mayor
importancia. Su aplicacion en la docencia, desarrollara en el egresado las
competencias globales y necesarias enmarcadas en los aspectos de navegacion
a larga distancias. El primer capitulo nos ofrece un panorama de las
caracteristicas de los triangulos esféricos.

En el segundo capitulo se tratan los elementos basicos de la navegacion
ortodromica, y finaliza con un tercer capitulo, donde exponemos los ejemplos
didacticos de aplicacion de la trigopnometria esférica en la navegacion
ortodrémica.
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INTRODUCCION

El propésito fundamental de esta investigacion es servir de ayuda a lo que se
inician en el estudio de la navegacion. Dar a conocer los aspectos elementales
de la navegacion ortodrémica, requiere de ciertos conocimientos de la

trigonometria esférica.

Esta investigacion mostrara diversos casos de resoluciéon de problemas de
navegacion maritima y aérea, sometidos a ciertas situaciones que podran ilustrar
soluciones de la navegacion sobre la superficie de la tierra, en donde la tierra se
considera una esfera perfecta y lo moviles que se desplazan, lo realizan
siguiendo arcos de circunferencias maximas. En estas condiciones es posible

utilizar la trigopnometria esférica para resolver dichos problemas.

Ademas, se mostraran problemas, por ejemplo, aquellos en los que la
navegacion se realiza por un paralelo terrestre, y también se ilustrara mediante
ejemplos como se viaja entre dos puntos de la superficie terrestres con una

distinta o igual latitud.

El objetivo general es mostrar las aplicaciones de la trigonometria esférica en la
navegacion ortodromica. Y nuestros objetivos especifico son describir los
elementos, propiedades y leyes que forman parte de la trigopnometria esférica,
asi como definiera los elementos que inciden en la navegacion ortodromica y en
consecuencia mostrar aplicaciones didacticas de la trigonometria esférica en la

navegacion ortodrémica.

La investigacion esta compuesta por tres unidades o capitulos, el primero
expone las nociones o elementos fundamentales de la trigonometria esférica, a
partir del estudio de la geometria de la superficie de una esfera y mediante las

resoluciones de triangulos esféricos.

En el segundo capitulo, damos los fundamentos de la navegacion ortodromica,

exponiendo distintos métodos de la navegacion ortodromica.



El tercer capitulo, expone los distintos casos didacticos de la navegacion
ortodrémica, mediante ejemplos ilustrados para los navegantes maritimos y

aéreos.
Esta investigacion consta de los capitulos siguientes:
Capitulo 1

Comienza con la conceptualizacion de trigonometria, estos temas han sido
abordado mediante la referencia bibliografica de diferentes autores, relacionado

con los temas de trigonometria.

Cabe destacar que la trigonometria se divide en: trigonometria plana y la
trigonometria esférica. La trigonometria esférica, consiste en el estudio de la
relacion de los lado y angulos de un triangulo, cuyas medidas son arco de

circunferencia maxima.

Para el uso de la navegacion ortodromica, es necesario conocer y tener una
adecuada compresion del estudio de los triangulos esféricos y sus propiedades,
sin embargo, este estudio esta orientado a sefialar las técnicas y estrategia de

navegacion a profesionales de la navegacion maritima y aérea.

La trigopnometria esférica, considera desarrollar las competencias necesarias en

el navegante de estos tiempos.
Capitulo 2

En el exponemos los elementos basicos de navegacion ortodromica,
destacandose los conceptos de: longitud de un arco, latitudes, meridianos
paralelos, navegacién a lo largo de un paralelo, navegacion en un plano,
navegacion por latitud media, estima y nhavegacion a lo largo de una

circunferencia maxima.



Capitulo 3

Esta constituido por los casos didacticos de aplicacion de la trigonometria
esférica en la navegacion ortodrémica, como son: las diferencias de longitudes y
distancias, rumbos, navegacion a lo largo de un paralelo, apartamientos,
navegacion en un plano, navegacion por latitud media y navegacion a lo largo de

una circunferencia maxima.

Terminamos el capitulo dando un enfoque de los tres casos fundamentales de la

navegacion ortodromica, basados en ejemplos didacticos de aplicacion.



CAPITULO |
NOCIONES BASICA DE
TRIGONOMETRIA ESFERICA



1.1  DEFINICION DE CONCEPTOS

1.1.1 Trigonometria.
Es el estudio de las relaciones entre los lados y los angulos de un
triangulo por las funciones trigonométrica de los angulos (seno, coseno y
tangente). [Castafio, Jesus M. (2001) Diccionario de matematica, editora
norma S.A. Colombia p.188.]
Trata de las mediciones de las partes o elementos de un triangulo. La
trigonometria plana, se limita a los triangulos contenidos en los planos. La
trigonometria esférica estudia ciertos angulos trazados sobre la esfera.
[Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-
Hill, Colombia, p.1]

1.1.2 Trigonometria plana’.

Un tridngulo plano es un poligono de tres lados.
C

A

c B fig.1.1.2

Las propiedades fundamentales de los lados y los angulos de un triangulo

plano son:

a) Cada lado es menor que la suma de los otros dos, y mayor que su
diferencia.

b) La suma de los tres angulos de los triAngulos es constante, e igual a
180°.

c) A mayor lado se opone mayor angulo, y reciprocamente. A lados

iguales se oponen angulos iguales, y reciprocamente

! Villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigonometria esférica, ediciones UPC, Espafia, p.27
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1.1.3 Clasificacién de los triangulos planos®.

1.14

En un triangulo equilatero, es aquel que contiene tres lados iguales y
tres &ngulos iguales, siendo cada uno de los angulos iguales a 60°.

Un triangulo escaleno, es aquel que tiene sus tres lados y sus tres
angulos desiguales.

Un triangulo rectangulo tiene un angulo de 90°.

En un triangulo acutangulo, es aquel que contiene todos sus angulos
menores de 90°.

En un triangulo obtusangulo hay un angulo mayor que 90°.

Trigonometria esférica.

La trigonometria esférica trata de las relaciones trigonométricas que

existen entre los seis elementos de un triangulo esférico: tres lados y tres

angulos, donde los lados non son lineas rectas o planos. [Berrocoso,

Manuel (2003) Notas y apuntes de trigopnometria esférica y astronomia de

posicion, universidad de Cadiz, Colombia, p.14]

? Castafio, Jests M. (2001) Diccionario de matematica, editora norma S.A. Colombia p.185

y188



1.2. GEOMETRIA SOBRE LA SUPERFICIE DE UNA ESFERA
1.2.1. Circunferencia maxima.
Se llama circunferencia maxima a la interseccion de la esfera que su
plano que pasa por el centro de dicha esfera. [Berrocoso, Manuel (2003)
Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de posicion,

universidad de Céadiz, Colombia, p.12]

¢ fig.1.2.1a " s fig. 1.2.1 b

CIRCUNFERENCIA
MAXIMA

fig. 1.2.1



1.2.2. Circunferencia minima.
Si el plano que interseca a la esfera no contiene al centro y no es
tangente a la esfera, entonces la interseccion del plano con la esfera es
una circunferencia menor. [Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de
trigonometria esférica y astronomia de posicion, universidad de Cadiz,

Colombia, p.12]

Circunferencia menor

fig. . CIRCUNFERENCIA
MENOR

Circunierencia menor

P fig. 1.2.2 b



1.2.3. Polos
Se llaman polos de una circunferencia maxima a los puntos de la esfera
gue equidistan de todos los puntos de la circunferencia méxima. También
se pueden definir como los extremos del diametro perpendicular. (Ver la
fig. 1.2.3) [Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria

esférica y astronomia de posicion, universidad de Cadiz, Colombia, p.13]

Polos

fig. 1.2.3

Se denomina polos de una circunferencia maxima, a los extremos del
diametro perpendicular al plano que contiene a dicha circunferencia. (Ver
figura 1.2.3) [Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica

con aplicaciones a la navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.169]



1.2.4. Angulo o huso esférico.

El angulo formado en una esfera por dos arcos de circunferencia maxima
se denomina angulo esférico. Los arcos de circunferencia maxima son los
lados del angulo esférico, y el punto de interseccion de los arcos es el
vértice. La medida de un angulo esférico viene dada por el &ngulo diedro
formado por los planos de las circunferencias maximas cuyos arcos
constituyen los lados del &ngulo esférico.

En la fig. 1.2.4 a., APB es un angulo esférico de la esfera de centro O, y
la circunferencia ABC es la circunferencia maxima cuyo polo es vértice P
del angulo esférico. Como la medida del angulo diedro* A-PO-B
corresponde a la medida del angulo plano AOB que, a su vez, tiene por
medida la del arco AB, sigue que la medida de un angulo esférico esta
dada por el arco determinado por los lados sobre la circunferencia
maxima cuyo polo es el vértice del angulo. (Ver la fig. 1.2.4 a.) [Ayres,
Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill,
Colombia, p.145]

ANGULO ESFERICO

Se llama diedro, a la regiéon del
espacio comprendido entre dos
semiplanos a y b limitado por una
recta comin AB (ver fig. 1.2.4 b.)
[Barrero Ripol, Manuel (2008)
Trigonometria esférica fundamentos,
impreso E.T.S.I. p.6]

fig. 1.2.4 a.

<
7 fig. 1.2.4 b.



Se llama huso esférico® a la porcién de superficie esférica comprendida
entre los lados de un angulo esférico. (Ver la fig. 1.2.4c)

Se dice que dos circunferencias maximas son ortogonales, o
perpendiculares, si su angulo esférico mide 90° o, lo que es lo mismo, si

sus planos diametrales son ortogonales entre si.

HUSO ESFERICO

fig. 1.2.4c

1.2.5. Distancia esférica
Dado dos puntos A y B de una superficie esférica de centro O, se llama
distancia esférica entre ambos al menor de los arcos que determinan en
la circunferencia méaxima que pasa por ellos; esta circunferencia maxima
es la interseccion de la superficie esférica y el plano determinado por tres
puntos A, B y O. La medida de la distancia AB es el angulo plano AOB.
(ver fig. 1.2.5a) [Villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigopnometria

esférica, ediciones UPC, Espafa, p.107]

P P

fig. 1.2.5a

® Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.172
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Dado dos puntos A y B de la esfera, se denomina distancia esférica’
entre ambos al menor de los arcos de extremos A y B de la circunferencia
maxima obtenida mediante la interseccién de la esfera con el plano que
contiene al centro de la esfera y a dichos puntos.

Si A y B son diametralmente opuesto entonces existiran infinita
circunferencia maxima que pasan por ellos, tomandose en este caso la
semicircunferencia como distancia esférica entre ambos puntos. Por
conveniencia, se considera la esfera de radio unidad u
consecuentemente, las distancias esféricas son proporcionales a los
angulos centrales que la proyectan, adoptando para su medida la de

dicho anc b)

<>
‘
fig. 1.25b

La distancia esférica entre dos puntos A y B de una superficie esférica es
la longitud del menor arco de ciclo comprendido entre los dos puntos A 'y
B. La medida de la distancia AB es la del angulo plano AOB. [Barrero
Ripol, Manuel (2008) Trigonometria esférica fundamentos, impreso
E.T.S.l. p.g]

Dados dos puntos A y B de una superficie esférica, de denomina
distancia esférica® entre ambos a la longitud de arco AB. Cuando no hay
ambigiedad posible, se denota también AB. La distancia esférica AB es
proporcional a la medida del angulo central AOB. La constante de
proporcionalidad es, en radianes, igual al radio de la esfera. El arco AB =
angulo AOB.

* Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de
posicion, universidad de Céadiz, Colombia, p.12

> Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones ala
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.175
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Y, en consecuencia, la distancia esférica se mide en grado o en radianes.
Por ejemplo, si A y B son diametralmente opuesto, su distancia esférica
es de 180°. (ver la fig. 1.2.5 b)

1.2.6. Triangulo esférico.
En el espacio Euclideo de dimension tres, se considera una superficie
esférica de centro O. en la esfera, los triangulos esféricos estan
determinado por tres arcos de geodésicas, es decir, por tres arcos de
circunferencia de radio y centro de la superficie esférica, cuyas longitudes
son proporcionales a sus angulos centrales a, b, y c. ver figura [Mencia,
José (2003) Nociones de trigonometria esférica, Universidad del pais

vasco-euskal Herriko Uinibertistatea, p. 43]

Se denomina triangulo esférico a la superficie esférica obtenida mediante
la interseccion de la esfera y un triedro cuyo vértice es el centro de dicha
esfera.

La interseccion A, B y C de las aristas del triedro” con la esfera son
vértice del triangulo esférico. Puesto que a todo angulo central le
corresponde una distancia esférica sobre la superficie de la esfera y a
cada diedro un angulo esférico, entonces las caras del triedro seran los
arcos de circunferencia maxima y a los diedros del triedro les corresponde
los &angulos del triangulo esférico. Esto se puede determinar una
correspondencia biunivoca entre las caras y los diedros de un triedro y los
lados y los angulos de un triangulo esférico. (Ver fig.1.2.5 a) [Berrocoso,
Manuel (2003) Notas y apuntes de trigopnometria esférica y astronomia de

posicion, universidad de Cadiz, Colombia, p.14]

13



*Triedros: Sea R® el espacio Euclideo
y sea a, b y c, tres semirrectas con un
origen en comun V. Se denomina
triedro a la figura convexa formada por
el conjunto de puntos de R® que son
comunes a los semiespacios limitado
por los planos ab, bc y ca que
contienen a la semirrecta restante.
(ver fig. 1.2.5 b) [Berrocoso, Manuel
(2003) Notas y apuntes de
trigonometria esférica y astronomia de
posicién, universidad de Cadiz,

v

fig. 1.2.5 a. fig. 1.2.5 b.

Triangulo esférico, es la region de la superficie de una esfera limitada por
los arcos de tres circunferencias maximas denominadas triangulo
esférico. los arcos son lo lados del triangulo esférico, y lo vértices de los
angulos esféricos son los vértices del triangulo esférico. Generalmente,
los dngulos se dominan A, B, C, y los respectivos lados opuesto a, b, c.
(ver la fig.1.2.5 c.) [Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica,
editora McGraw-Hill, Colombia, p.146]
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fig. 1.2.5 c.

1.2.7. Areade un poligono esférico®.

Se llama poligono esférico a la porcion de superficie esférica limitada por
una poligonal cerrada, cuyos lados son arcos de circunferencia maxima.
(Ver la fig. 1.2.6) El area de un poligono esférico situado sobre la
superficie de una esfera de radio r, con n lado y vértices A1, Ay, An, viene
dada por:

_rz
- 180°
O bien, expresado los angulos en radianes,

S (A+A +..+A —(n-2) 180°)

S=r’(A+AL+..+A -(n-2) 7)

® Barrero Ripol, Manuel (2008) Trigonometria esférica fundamentos, impreso E.T.S.I. p.15
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POLIGONO ESFERICO

fig. 1.2.6

1.2.8. Areade un triangulo esférico.

El area del triangulo esférico’ esta determinado por los vértices A, B y C,
estadada r’(A+B+C-r).

Si los angulos se expresan en radian, entonces el area del triangulo
esférico es: S=r’(A+B+C-z) siendo A, B y C sus angulos en

radianes. (Ver fig. 1.2.7a) [Barrero Ripol, Manuel (2008) Trigonometria

esférica fundamentos, impreso E.T.S.I. p.15]

fig. 1.2.7a

" Mencia, José (2003) Nociones de trigonometria esférica, Universidad del pais vasco-euskal
Herriko Uinibertistatea, P. 47
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Sobre una superficie esférica de radio r, el area S de un triangulo esférico
ABC viene dada por: S=2¢r*> siendo e=A+B+C-7, donde A, By C
son sus angulos medidos medido en radianes. (Ver la fig. 1.2.7b)
[Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con
aplicaciones a la navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.184]

B

A fig. 1.2.7b
1.2.9. Areade un huso esférico®.
Se define el area de un huso esférico de un grado de amplitud a la 1/360
parte del area total de la superficie esférica (S =4xr?); y, como area de

un huso de n grados de amplitud, al producto por n del area del huso

2
uso(n) = 90
siendo «a la amplitud del huso en radianes y r el radio de la esfera. (Ver
fig. 1.2.4 c.)

=2ra

esférico de un grado; esto es, A

® Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de
posicion, universidad de Céadiz, Colombia, p.57
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1.2.10. Propiedades de los triangulos esféricos.

Segun Manuel Berrocoso, define las propiedades de los triangulos

esféricos® de la siguiente manera.

Proposicién: entre los elementos de todo triangulo esférico se verifican las

siguientes propiedades:

e Los lados del triangulo esférico: son menores que una
semicircunferencia.

e La suma de los lados de un triangulo esférico es menor que cuatros
rectos.

e Cualquier lado de un triangulo esférico es menor que la suma de los
otros dos y mayor que su diferencia.

e La suma de los angulos de un tridngulo esférico es mayor que dos
rectos y menor que seis.

e El menor de los angulos de un triangulo esférico difiere de la suma de
los otros dos en menos de dos rectos.

e En todo triangulo esférico, a mayor lado se opone mayor angulo v,

reciprocamente, a mayor angulo se opone mayor lado.

Segln Manuel Barrero Ripol, define las propiedades®de los

triangulos esférico, de la siguiente manera:

e Cualquier lado de un triangulo esférico es menor que una
semicircunferencia a<180°.

e Cada lado del triAngulo esférico es menor que la suma de los otros

dos y mayor que el médulo de su diferencia. |a—b| <c<a+b .

e La suma de los lados de un triangulo esférico es menor que cuatros

rectos. a + b ¢ < 360°

° Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de
posicion, universidad de Cédiz, Colombia, p.15
' Barrero Ripol, Manuel (2008) Trigonometria esférica fundamentos, impreso E.T.S.I. p.11
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Estas propiedades de derivan de las correspondientes propiedades
referentes a los angulos de las caras de un triedro.

e La expresion 360° — (a + b + c) se llama defecto esférico.

e En un triangulo, esférico a mayor lado se opone mayor angulo. Y
reciprocamente. a>b< A>B.

e En un tridngulo esférico, a lados iguales se oponen angulos iguales. Y
reciprocamente. a=b< A=B.

e La suma de los angulos de un triangulo esférico es mayor que dos
rectos y menor que seis rectos. 180° < A + B + C < 540°.

e La expresion A + B + C — 180°. Se llama exceso esférico y la

representamos por &.

Las propiedades™ de los tridngulos esféricos segtn Ayres, Frank
Jr. Estan definida asi:

e La suma de los dos lados cualquiera es mayor que el tercer lado.

e La suma de los tres lados es menor que 360°. (Estos teoremas se
derivan de los correspondientes teoremas referentes a los angulos de
las caras de un angulo triedro.)

e Si dos lados son iguales, los angulos opuesto son iguales, y
reciprocamente.

e Sidos lados son desiguales, los angulos opuesto son desiguales, y el
angulo mayor se opone al lado mayor, y reciprocamente.

e La suma de los tres angulos es mayor que 180° y menor que 540°.

e El exceso esférico £ de un triAngulo esférico es el valor del angulo en
que la suma de los angulos del triangulo esférico excede a 180°. Por
ejemplo, en el triangulo esférico cuyos angulos son A = 65°, B = 75°, C
=112° entonces: & =65°+ 75% + 112° — 180° = 72°.

' Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria planay esférica, editora McGraw-Hill, Colombia, p.146
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Las propiedades de los triangulo esféricos'? segiin Rodriguez Acros A.
son:

e Si dos lados de un tridngulo esférico ABC son iguales, también la son
los &ngulos opuestos, y reciprocamente. a=b< A=B, a=c< A=C,
b=c< B=C. (Dicho triangulos se llama isésceles).

e En un triangulo esférico ABC, a mayor lado se opone mayor angulo y
reciprocamente. a<b< A<B.

e En un tridngulo esférico ABC, cada lado es menor que la suma de los

dos lados restante y mayor que su diferencia. |b—c|<a<b+c,
la—c|<b<a+c, |a-bj<c<a+b.

e En un tridngulo esférico ABC, la suma de los lados es menor que
cuatro rectos. 0° < a + b + ¢ < 360°.

e En un triAngulo esférico ABC, la suma de los angulos es mayor que
dos rectos y menor que seis. 180° < A + B + C < 540°.

e En un triangulo esférico ABC, cada angulo aumentado en dos rectos
es mayor que la suma de los otros dos angulos. A + 180°>B + C;

B+180°>A+C;C+180°>A+B.

e En un triangulo esférico ABC, la suma de los lados y la suma de sus
angulos opuesto guardan la misma relacion con respecto a dos rectos.
a+b>180° < A+B>180°
a+b=180° < A+B=180°
a+b<180° < A+ B <180°

? Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria planay esférica con aplicaciones ala
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.177-178
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1.2.11. Clasificacion de los triangulo esféricos13.

e Un triangulo esférico se denomina isésceles si tiene dos lados iguales
y equilatero si tiene iguales los tres lados.

e Se denomina rectangulo si tiene un angulo recto, birrectangulo si tiene
dos, en cuyo caso también tiene recto los lados opuestos.

e Trirectangulo u octante si tiene los tres angulos rectos siendo, por

tanto, sus lados tres cuadrantes de circunferencia maxima.
1.2.12. Exceso esférico segun los lados14.

Segun la formula de L’ Huilier, si a, b y ¢ los lados de un triangulo esférico

y p el semiperimetro. Entonces, el exceso esférico viene definido por:
€ Y p-a p-b p-¢C a+b+c

tan?| = |=tan| = |tan| —— |tan tan .donde p=2"—"-"""
(4j @[J(zj{zj%w 2

Si en un triAngulo esférico se conocen dos lados, b y ¢, y el angulo

comprendido A, el exceso esférico de dicho triangulo viene dado por:

4

b C
tan (2) sen (2) cos[zj b
tan (fj = , donde ¢ =2arctan| tan (—]cos Al
2 [C — (pj 2
cos Y

'3 Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de
Elosici(’)n, universidad de Cadiz, Colombia, p.15

Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esféricay astronomia de
posicion, universidad de Cédiz, Colombia, p.59
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1.2.13. Incentrol5.

El punto I, denominado Incentro, es el centro de la circunferencia inscrita
en un triangulo esférico y se obtiene como la interseccion de los arcos de
circunferencia maxima que son bisectrices de los angulos del triangulo
esférico.

Sea ABC un triangulo esférico entonces, la circunferencia inscrita en el

triangulo esférico viene dado en funcién de los lados de dichos tridngulos

por:
_ b _
an r:\/sen(p a)sen(p—b)sen(p—c) siondo p:a+b+c
sen p
Y segun los &ngulos:
- S S-A S-B S-C
an r=\/ cos Scos(S - A)eos(S—B)eos(S-C) o _A+B+C

=0=0=0

(verlafig. 1.2.11)

C

A Fig. 1.2.11

> Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de
posicion, universidad de Cédiz, Colombia, p.62
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1.2.14. Circuncentrol®6.

El punto O, denominado Circuncentro, es el centro de la circunferencia
circunscrita al triangulo esférico ABC y se obtiene como interseccion de
los arcos de circunferencia méxima perpendiculares a los lados del
triangulo esférico y pasa por el punto medio de cada uno de sus lados.
Proposicion:

Sea ABC un triangulo esférico entonces, la circunferencia circunscrita al
triangulo esférico viene dado en funcion de los angulos de dicho triangulo

esférico por:

tan R = —C0s S Siendo 5-A+B+C
cos(S —A)cos(S —B)cos(S-C)
Y segun sus lados
a b c
2sen (2) sen (2] sen (2} b
tan R= siendo p _arb+ce
Jsen(p)sen(p—a)sen(p-b)sen(p-c)
(Ver fig. 1.2.12)
fig. 1.2.12

'® Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de
posicion, universidad de Cédiz, Colombia, p.63
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1.2.15. Triangulo esférico polar.
Segln Ayres, Frank!” Jr.: sean A, B, y C los vértices de un triangulo
esférico, entonces tracese las tres circunferencias maximas cuyos polos
son los tres vértices dados. Siendo A” la interseccidon de las
circunferencias maximas cuyo polo son B y C, y que se encuentran,
respecto de BC, al mismo lado que A; B’ la interseccion de las
circunferencias maximas cuyo polo son C y A y que se encuentran,
respecto de CA, al mismo lado que B; C la intersecciébn de las
circunferencias maximas cuyos polos son A y B y que se encuentran,
respecto de AB, al mismo lado que C. Po lo que el triAngulo esférico
A’B’C’ es el triangulo polar de ABC. Sus lados polares son a’, b’ ¢'. (ver la
fig.1.2.15 a.)
Los teoremas fundamentales referentes a los triangulos polares son:
e Si A'B'C’ es un triangulo polar de ABC, entonces ABC es el triangulo
polar de A’'B'C’.
e Dado un tridngulo y su triangulo polar, cada angulo de cualquiera de
los triangulos dados es igual al suplemento de lado correspondiente

del otro triangulo; asi:
A=180°-a' B=180°-b C=180°-c'

A'=180°-a B'=180°-b C'=180°-c

¢! fig. 1.2.15 a.

7 Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia, p.146
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Segun Villa Mitja Antoni*®, él explica de la siguiente manera:

El vértice A’ es polo del circulo maximo OBC, perteneciente al mismo
hemisferio que el vértice A del triangulo inicial ABC; analogamente, B’ es
el polo del circulo maximo OAC que pertenece al mismo hemisferio que B,
y C’ es polo del circulo méximo que esta en el mismo hemisferio que C.
(ver fig. 1.2.15 b.)

Observemos que, si el triangulo inicial hubiese sido el A’'B’'C’, su triangulo
polar hubiese resultado ser precisamente ABC; en efecto, los vértices A,
B, C, son polos, respectivamente, de los circulos maximo OB’C’, OA'C’ y

OB’A’, como se deduce del siguiente esquema.

OB OB’

OA' L OA L
{oc {OC'
OA OA'

OB'L —={0B L
{oc {oc:'
OA OA'

oc'L oC L
{OB {OB'

Por consiguiente, podemos decir que los triangulos esféricos ABC y
A’B’'C’ son polares entre si; cada uno es polar del otro. Los triangulo
esférico poseen una relacion muy especial, que consiste en que: Cada
angulo de un tridngulo esférico es suplementario de un lado de su angulo

polar.

18 Villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigonometria esférica, ediciones UPC, Espafia, p.45-46
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fig. 1.2.15 b.

Si A’M =90° B'N = 90% A'M + B’N = 180°.

A'M+ BN =AB+MN =AB+£C

AB+~/C=180°

Analogamente,

B'C+£A=AC+/B=180°.

Por otra parte, la propiedad simétrica de la relaciébn binaria de los
“triAngulos polares” justifica relaciones analogas entre los lados del
triangulo ABC y los angulos de su triangulo polar A’'B’C’:
AB+./C'=AC+/B'=BC+ /A'=180°.

Puesto que BC = a entonces, a+ A'=180° se forma similar se deducen

las demas.
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1.3. TRIANGULO ESFERICO OBLICUANGULO.

Es un tridngulo esférico tal que ninguno de sus angulos es recto. (ver fig.

1.3) Un triangulo esférico oblicudngulo queda determinado cuando se

conocen tres cualesquiera de sus elementos, excepto en los casos posibles

de ambigledad.

Hay que considerar seis casos™:

l.
Il.
II.
V.
V.
VI.

Dados los tres lados.

Dados los tres angulos.

Dados dos lados y el angulo comprendido.

Dados un lado y los dos &ngulos adyacentes.

Dados dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos.

Dados dos angulos y un lado opuesto a uno de ellos.

C

fig. 1.3

Lo cuatros primeros casos tiene una Unica solucién y se pueden resolver
de forma directa. Esto significa que cada una de las tres incognitas se
puede obtener a partir de los tres datos, sin necesidad de que haya que
calcular primero una de las incognitas para hallar las otras dos. Por el
contrario, en los dos ultimos casos es posible que no haya solucién y, de
haberla, pueden existir una o dos soluciones. [Rodriguez Acros A. (2012)
Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la navegacion,

paraninfo S.A., Espaia, p.226]

¥ Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia, p.164
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1.3.1. Ley de los senos®.

Lo senos de los lados de un triangulo esférico, son proporcionales a los

senos de los angulos opuesto, siendo los angulos A, B, C y los lados a, b,

yC.

sena senb senc
sen A senB senC

Esta relacion permite calcular un lado o un angulo, conocido su angulo o

lado opuesto, y otro par de elementos opuestos.

1.3.1.1. La altura esférica.

fig. 1.3.1.1
Dado que h, es la altura esférica sobre el lado ¢ es: h,=rsenasen B,

entonces para los demés lados es hy=rsencsen A ; h, =rsenbsenC

donde r es el radio de la esfera. [Barrero Ripol, Manuel (2008)

Trigonometria esférica fundamentos, impreso E.T.S.I. p.19]

*® Barrero Ripol, Manuel (2008) Trigonometria esférica fundamentos, impreso E.T.S.I. p.20
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1.3.2. Ley de los cosenos?.
En un triAngulo esférico, el coseno de un lado es igual al producto de los
cosenos de los otros dos, més el producto de sus senos multiplicado por
el coseno del angulo comprendido. Siendo los angulos A, B, C y los lados
a, b, c.

cosa=cos bcosc +senbsenc cos A
cos h=cos ccos a +sencsena cos B

CO0S c=cosacos h +senasenb cos C

Segun los angulos, es:

El coseno de un angulo es igual al producto de los senos de los otros dos
angulos por el coseno del lado opuesto, menos el producto de los
cosenos de dichos angulos. Siendo los angulos A, B, C, y los lados a, b,

C.

cos A =senB senC cos a — cosB cosC

cos B =senC senA cos b — cosC cosA

cos C=senAsenB cos ¢ — cosA cosB

1.3.3. Ley de la relacién cotangente-seno?,

Dado dos lados, el angulo comprendido y el angulo opuesto a uno de
ellos, se verifica que:

cot asenb =cos bcosC+ senC cotA

cot asenc = cos ccosB+ senB cotA

cot bsena = cos acosC+ senC cotB

cot bsenc =cos ccosA+ senAcotB

cot csena = cos acosB+ senB cotC

cot csenb = cos bcosA+ senAcotC

Siendo los angulos A, B, C y los lados a, b, c.

*! Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de
posicion, universidad de Cédiz, Colombia, p.21
*? Barrero Ripol, Manuel (2008) Trigonometria esférica fundamentos, impreso E.T.S.I. p.20
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1.3.4. Funciones del angulo mitad®.
Estas formulas permiten calcular los angulos de un triangulo esférico,

conocido los tres lados o bien el semiperimetro y los dos lados.

A tanr B tanr C tanr
tan—=——— tan—=——— an—=————— donde

2 sen(s—a) 2 sen(s—b) 2 sen(s—c)

sen(s—a)sen(s—b)sen(s—c
S=a+b+c y tanrz\/ ( ) ( ) ( )
sen s
1.3.5. Funciones para el Semi-lado?.
a tanR b tanR c tanR
— donde

- T t— = fo—— T
2 cos(S—A) 2 cos(S—-B) 2 cos(S-C)

S

_A+B+C J tanR = \/cos(s —A)cos(S—B)cos(S-C)
2 —C0S S

1.3.6. Analogias de Gauss o D’Lambre.?*
En las analogias intervienen todos los elementos de un triangulo esférico
ABC, ellas establecen equivalencias muy Utiles entre relaciones con pares
de lados del triangulo y relaciones anélogas entre los angulos opuestos.
Estas son:

(A—B) (a—bj (A+Bj (a—bj
sen sen sen| —— CcOS
2 ) 2 2 2

SHREEEE G
B 6 s

() =G =) =)

2 Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia, p.165
% Villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigonometria esférica, ediciones UPC, Espafia, p.64
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1.3.7. Analogias de Neper? en un tridngulo esférico ABC.

(A—Bj (a—bj
tan sen| ——
2 ) 2

&) =)
cot| — sen| ——
2 2

a-b A-B
tan| —— sen
2 ) 2
C A+B
tan| — sen
2 2

(A+Bj (a—bj (a+bj (A—Bj
tan cos| —— tan| —— | cos
2 2 2

o[ o)l

N

>
+
o

Nota biogréfica:

Karl Friedrich Gauss (Brunswick,
1777 — Gottingen, 1855).

Jean Baptiste Joseph Dalambre
(Amiens, 1749 — Paris, 1822).

John Napier (Neper o Nepero)
(Edimburgo, 1550 — Edimburgo,
1617).

% Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia, p.165
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1.4. TRIANGULO ESFERICO OBLICUANGULO26 (SOLUCIONES
ALTERNAS).

Las soluciones alternas que se estudiaran a continuacion requieren el uso
de una funcién adicional, llamada semisenoverso, y la division de un
triangulo esférico oblicuangulo en dos triangulos esféricos rectangulos.

Una desventaja del uso del semisenoverso es que, ademas de las tablas
corrientes de las funciones trigonomeétricas, se necesitara tablas de los
valores naturales de la funcion semisenoverso y de sus correspondientes
logaritmos. Una ventaja es, sin embargo, que resulta imposible caer en el
error de situar un angulo o un lado en un cuadrante incorrecto puesto que
solamente existe un angulo positvo menor 180° que tenga un

semisenoverso dado.

1.4.1.1. Lafuncién semisenoverso?.
El semisenoverso de un angulo @, (ssv @), se define mediante la
relaciéon

1_
ssv @ :ﬂ

La funcién semisenoverso se aplica directamente en la solucion de los
casos | y 1, y en la solucién del triangulo polar asociado de los casos Il 'y

IV. Para ello se necesitan las siguientes formulas:

ssv A=sen(s—b)sen(s—c)csc besc ¢
S:a+b+c

ssv B=sen(s—c)sen(s—a)csc ccsc a  donde 5

ssv C =sen(s—a)sen(s—b)csc acsc b
para los lados
ssv a= ssv(b—c)sen b senc ssv A

ssv b= ssv(c—a)sen csenassvB
SSV C = ssv(a—b)sen asenbssvC

*® Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia, p.176
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1.4.2. METODO DEL ANGULO AUXILIAR.?’

En los casos I, Il, lll y IV de resolucién de triangulo oblicuangulo, se
puede calcular cada una de las incégnitas mediante calculo directo o
independiente, es decir, utilizando solo los datos. Sin embargo, en los
casos V y VI esto no es posible, puesto que se necesita calcular primero,
o bien un angulo (en el caso V), o bien un lado (en el caso VI), por la
férmula de los senos vy, utilizando este resultado, se calculan las otras

incognitas.

No obstante, en estos dos ultimos casos se pueden hallar los elementos
desconocido mediante calculo ‘independiente”, segin denominacion
tradicional. Para ello es necesario introducir y calcular previamente un
angulo auxiliar, de ahi que la “independencia” no sea tal, puesto que

también se requiere un calculo intermedio.

Entonces ¢ Cual es el verdadero interés de este método? La respuesta es
por razones historicas. En década pasadas, en la bibliografia tradicional
este método tenia su importancia, puesto que transforma las formulas de
Bessel a utilizar en otras en que las funciones trigonométricas que
contienen las incognitas se igualen a productos y cocientes de funciones
trigonométricas evaluadas en los datos, situacién apropiada para el
calculo mediante logaritmos (una herramienta muy utilizada en aquella

época).

En la actualidad, con las herramientas de calculo existentes, este método
ya no es necesario. No obstante, por su valor tradicional y su caracter
formativo, asi como por su relacion con el método del perpendiculo, se

expondra a continuacion. [Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de

" Villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigonometria esférica ediciones UPC, Espafia, p.73-83.
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trigonometria esférica y astronomia de posicion, universidad de Cadiz,
Colombia, p.250]

Para poder calcular los elementos desconocido mediante calculo
independiente, se necesitara utilizar en algunos casos un angulo auxiliar,
funcién de los datos iniciales. Ello ocurrira, por ejemplo, si los datos son:

e Dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.

e Dos angulos y el lado opuesto a uno de ellos.

1.4.2.1. Primer caso.
e Datos: lados a, b y &ngulo A. incognita: lado c.
Introducimos el angulo auxiliar x definido por:

cosacos X

tanx=tanbcosA : 0°<x<180° Donde cos(c—x)= <b
cos

De este modo pueden obtenerse dos posibles soluciones para el lado:
c—Xx: C—X=zYy,esdecir ¢=X+y y C,=X-Y

e Datos: lados a, b y &ngulo A. incognita: angulo C.
Introducimos el angulo auxiliar z definido por:

cot A
tan2=ﬁ ; 0°<z<180° Donde cos(C—z)=cotatanbcosz

De este modo pueden obtenerse dos posibles soluciones para el
angulo

C-z=4t esdecir C,=z+t y C,=z-t
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1.4.2.2. Segundo caso.
Datos: &ngulos A, B; lado a para incognita; angulo C.
Sea m el angulo unico definido por:

cosAsenm
cotm=tanBcosa ; 0°<m<180° Donde sen(C-m)=—-—"—

cosB
el cual existe con dos soluciones.
Datos: &ngulos A, B y lado a para incégnita: lado c.
Sea n el angulo unico definido por:
cota
cotn=—"5 0° <n<180° Donde sen(c—n)=tanBcotAsenn,

el cual existe con dos soluciones.
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1.5. METODO DE LA ECUACIOM DE 2DO GRADO?%,
La ambigledad existente a la hora de resolver triangulo esféricos conocidos
dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos, nos conduce el estudio de
métodos que faciliten la determinacion de la existencia y unicidad de
soluciones. Entre estos métodos cabe destacar el método de la ecuacion de
segundo grado, que es una condicién necesaria, aunque no suficiente, de
existencia y unicidad.

) 2cos(a)sen(b)cos(A) sen(a+b)sen(b-a)|
Ponde sen (C)_[ 1-sen’(b)sen’(A) Jsen(c)+( 1-sen’(b)sen’(A) J_O o

.. 2 ,
una ecuacion de la forma Px"+Qx+R=0. Para que las raices sean reales es

preciso que Q°—4PR>0. Entonces la solucién viene dada por:

_(—2<:os(«:-z)sen(b)cos(A)Ji J(—Zcos(a)sen(b)cos(A)]z_4[sen(a+b)3en(b—a)]

1-sen®(b)sen’(A) 1-sen’(b)sen®(A) 1-sen®(b)sen®(A)

sen(c)= >

Para que el problema tenga dos soluciones reales, X=5en¢>0, es preciso
que las dos raices sean positiva, y por tanto §>0. Esto implica que debe

Q

cumplirse que, x +x, =5 Y X. X =§. Dado que la condicion necesaria

para que el problema tenga dos soluciones sera: 180° <a+b<360° >b<a

0 0°<a+b<180° ->b>a. Fuera de estos casos no tendra solucién o
tendra una sola solucion; bien porque las dos raices de la ecuacién sean
complejas; bien por que obtenemos dos valores, siendo uno incompatible
con los datos del problema.

La existencia y unicidad de soluciones de este problema depende de la
resolucién de ambigledad con que ha sido calculado el angulo B. para ello
se aplicarian las condiciones de existencia y propiedad de los triangulos

esféricos.

8 Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de
posicion, universidad de Céadiz, Colombia, p.47
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1.6. RESOLUCION DE TRIANGULO ESFERICO.
1.6.1. Triangulo esférico rectangulo.?®
En este caso, las formulas anteriores se simplifican notablemente. Si, por
ejemplo, el angulo A es el recto, las formulas simplificada son las
siguientes:
e Primer grupo.
cosa=coshcosc

e Segundo grupo.

senb
sena = —— — senb =sen a senB
senB

senc
sena = — senc =sen a senC

senC

e Tercer grupo.

cota senc=cosccosB — cosB =cotatanc
cot a sen b=cos b cos C— cosC =cotatanb
cotb senc=cotB — sen c=tanbcotB

cotc senb=cotC - senb=tanccotC

e Cuarto grupo.

cosa=cotB cotC

e Analogamente.

cosB =senC cosh

cosC =senB cosc

* Villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigonometria esférica ediciones UPC, Espafia, p.85-86.
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1.6.1.1. Propiedades fundamentales de los triangulos
esféricos rectangulos.
Las propiedades® segln Barrero Ripol, Manuel son:
e En todo triangulo esférico rectangulo, un cateto y su angulo opuesto
son ambos agudos o ambos obtusos.
e En todo triangulo esférico rectangulo, o los tres lados son menores de
90°, uno tan solo de ellos cumple con esa condicién.
e En todo triangulo esférico rectangulo, la hipotenusa es menor o mayor
que 90°, seguin que los dos catetos sean de la misma o de distinta

especie, respectivamente.

Las propiedades® segln Villa Mitja Antoni

e La hipotenusa de un triangulo esférico rectangulo no puede medir 90°

e Lo catetos de un triangulo esférico rectangulo no pueden medir 90°.

e El numero de lados de un triangulo esférico rectangulo que pertenecen
al primer cuadrante es siempre impar (1 o 3).

e El seno de un cateto es menor que el seno de la hipotenusa.

e Cada cateto pertenece al mismo cuadrante que su angulo opuesto.

e Si un cateto pertenece al primer cuadrante, es menor que su angulo
opuesto; en cambio, si pertenece al segundo cuadrante, es mayor que
dicho angulo opuesto.

e Lo angulos By C de un triangulo esférico rectangulo en A, verifican las
desigualdades siguientes: 90° <B + C < 270% B — C < 90°.

% Barrero Ripol, Manuel (2008) Trigonometria esférica fundamentos, impreso E.T.S.I. p.36
% Villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigonometria esférica, ediciones UPC, Espafia, p.87
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1.6.1.2. Leyes de los cuadrantes.

Si en un triangulo esférico rectangulo se conocen los elementos Ay c,
el valor de sen c viene dado por la formula, sen a = sen A sen c. Sin
embargo, para determinar si a es menor o0 mayor que 90° se necesita
una informacién adicional. Esta informacion se obtiene de la ley de los
cuadrantes®;

e El lado a y el angulo A (lo mismo que el lado b y el angulo B)
pertenecen al mismo cuadrante.

e Suc <90°% entonces los lados a y b (lo mismo que los angulos A y B)
pertenecen al mismo cuadrante; si ¢ > 90°, entonces los lados ay b (lo

mismo que los angulos A y B) pertenecen a cuadrantes diferentes.

Dado un tridngulo esférico ABC rectangulo, es un solo angulo recto C,
se verifican®:

e Cada cateto pertenece al mismo cuadrante que su angulo opuesto.

a < 90° a < 90° o0 bien a > 90° a > 90° (de igual modo para b y B).

e Un cateto es menor que su angulo opuesto si ambos son menores que
90° y mayor en caso contrario. 0° < a < A < 90° o bien
90° < A < a < 180°, (de igual forma para b y B).

e Si la hipotenusa es aguda, los dos catetos pertenecen al mismo

cuadrante (y, por tanto, los dos angulos opuesto también)

c>90°:>(a<90°,b<90° v a>9o°,b>90°)

e Si, por el contrario, la hipotenusa es obtusa, los dos catetos
pertenecen a distintos cuadrantes (y, por tanto, los dos angulos

opuesto también)

c>90°:>(a<90°,b>90° v a>90°,b<9o°)

e La hipotenusa esta comprendida entre cada cateto y su suplementario,

a<c<180°-a, obien 180° - a < ¢ < a, (del mismo modo para b).

% Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia, p.176
% Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria planay esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.210
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e Los tres lados pertenecen al primer cuadrante o bien solo uno
pertenece al primer cuadrante y los otros dos al segundo. Esto es,
puede darse una de los cuatros posibilidades siguientes:

(1) c<90°,2<90 ,b<90°,

(2) ¢>90°,a<90 ,b>90°,

(3) ¢>90°,a>90 ,b<90°,

(4) c<90°,a>90 ,b>90".

1.6.1.3. Reglas del pentagono de Neper®,
Cualquiera de las diez formulas anteriores puede obtenerse mediante
una sencilla regla mnemotécnica, conocida como regla del pentagono.
Se basa en el siguiente esquema, en el que se han situado los lados y
los &ngulos del triangulo rectangulo, distinto del &ngulo recto, A:

a fig. 1.7.1.3
El enunciado de la regla es:
e EIl coseno de un elemento cualquiera del pentagono es igual al
producto de los senos de los elementos opuestos.
e El coseno de un elemento cualquiera es igual al producto de las

cotangentes de los elementos adyacentes.

% Villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigonometria esférica ediciones UPC, Esparia, p.86
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1.6.2. Resolucién de triangulo esférico rectilatero.

Para resolver un triangulo esférico rectilatero bastara tener en cuenta que
su triangulo polar es un tridngulo rectangulo. Este tridngulo se resuelve
utilizando los casos expuestos (relacionado al tema 1.2.14 triangulo
polar) y, conocidos los elementos del polar, no hay mas que tomar los
angulos suplementario, cambiando las denominaciones de los lados por
los &ngulos y viceversa.
Al igual que en el pentdgono de Neper, es la regla mnemotécnica utilizada
con mayor asiduidad en la resolucion de triangulo esférico rectilatero.
Las diferencias principales con el caso radican en los elementos a situar
en los vértices de dicho pentdgono como en el orden en que restos han
de situarse. Asi:

180° - A, 180°-b, C-90°, B -90° 180° - ¢

180~ b 180" ¢

180" A fig. 1.7.2 a

Las reglas que se aplican en este pentagono son las misma que en el

caso anterior; esto es:

e El coseno de un elemento cualquiera es igual al producto de los senos
de los elementos opuesto.
e El coseno de un elemento cualquiera es igual al producto de las

cotangentes de los elementos adyacentes.

% Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de
posicion, universidad de Céadiz, Colombia, p.37
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La resolucion de los triangulos esféricos rectilateros dependera de los
elementos conocidos y los elementos a calcular. Asi, podemos
distinguir en funcion de los elementos conocidos, los siguientes casos:

e El angulo opuesto al lado recto y un angulo adyacente a dicho
lado.

e Los dos angulos adyacentes al lado recto.

e El angulo opuesto al lado recto y un lado oblicuo.

e Un angulo adyacente al lado recto y el lado oblicuo recto y el lado
oblicuo opuesto a dicho angulo. Este ultimo caso es el Unico que

admite dos posibles soluciones.

Un triangulo esférico es rectilatero si uno de sus lados es un cuadrante (a =
909). Las formulas anteriores (triangulos esféricos oblicuangulo) no permiten
resolver los triangulos rectilatero. También se pueden resolver reduciéndolo
al caso de triangulos rectangulos, pues si a = 90°, su triangulo A, B, C, es
rectangulo es A,. Resuelto el polar, se determina el triangulo dado hallando
los suplementos de los angulos y lados de A, B, C,. [Barrero Ripol, Manuel
(2008) Trigonometria esférica fundamentos, impreso E.T.S.l. p.39]

Un tridngulo esférico cuadrantal, es un triangulo esférico tal que uno de sus
lados es igual a 90°. Se resuelve mediante su triangulo polar (un triangulo
esférico rectangulo). [Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica,
editora McGraw-Hill, Colombia, p.154]

Teniendo en cuenta que los triangulos rectilateros son los polares de los
rectangulos y viceversa. Entonces se puede situar en cada lado del
pentagono los elementos en el siguiente orden: a, 180° — C, b, 90° — A, 90° —
B. y enunciar las reglas del pentagono de Neper ya conocidas. (ver la
fig.1.7.2b) [Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con

aplicaciones a la navegacion, paraninfo S.A., Espafa, p.212]
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180°- C

fig. 1.7.2 b

1.6.3. Propiedades particulares de los tridngulos esféricos
birrectangulos y trirectangulo®®.
Todo triangulo esférico birrectangulo es también birrectilatero, y
viceversa. Ademas, el lado y angulo restantes miden lo mismo. Ademas,
se establece que todo triangulo trirectangulo también es trirrectilatero y
viceversa.

1.6.4. Descomposicién en triangulo esférico rectangulo
(Método del perpendiculo)

C

1 fig. 1.7.4

El arco de circunferencia méxima CH es una altura esférica o

perpendiculo del triangulo esférico ABC.

% Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria planay esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.213
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Descomponiendo un triangulo esférico cualquiera en dos triangulos
rectangulos mediante un perpendiculo adecuado, puede resolverse el
primer triangulo resolviendo sucesivamente los dos triangulos esféricos

rectangulos

1.6.4.1. Datos iniciales del triangulo esférico
rectangulo 1 (AHC)*’

Consideramos los dos tridngulos rectangulos que determina el

perpendiculo CH. Del triangulo CHA se conoce la hipotenusa b y un

angulo A.

90 -x 90 - h

H fig. 1.74.1a b fig. 1.7.4.1 b

Se aplica las reglas del pentdgono, para obtener la solucion de los
elementos del triangulo esférico rectangulo.

1.6.4.2. Datos iniciales del tridngulo esférico
rectangulo 2 (CHB)*®
Dado que resulta la solucion para los catetos x’y h, entonces

HB = c= x’ + y’ por tanto, y = Cc — X.

7 villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigonometria esférica, ediciones UPC, Espafia, p.93
% Villa Mitja Antoni (1992) Elementos de trigonometria esférica, ediciones UPC, Espafia, p.93
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fig. 1.7.4.2a fig. 1.7.4.2 b

Resolviendo mediante el pentagono de Neper y reuniendo los

elementos, nos queda resuelto el triangulo esférico inicial ABC.

Este método se basa en la descomposicidon del triangulo esférico
oblicudngulo en dos triangulo esférico rectangulos. Para ello,
consideremos el arco de circulo maximo que pasa por uno de los vértices
del triangulo u perpendicular al lado opuesto a dicho angulo. A este arco,
que denotaremos h, lo denominamos perpendiculo y divide al lado
opuesto en dos arcos que son catetos de cada triangulo rectangulo
obtenido y que forman, junto al propio perpendiculo, &ngulo recto.

Sea H el punto de intersecciéon del perpendiculo h con el lado sobre el
gue proyectamos. Tendremos por construccién que los triangulos ACH y
BHC son rectangulo, por lo que los angulos A y ACH deben ser de la
misma especie, al igual que ocurre con B y BCH. Esto implica que el
perpendiculo h puede estar en el interior o en el exterior del triAngulo que

busquemos, segun qué A o B sean de la misma especie 0 no.

C

fig. 1.7.4.2¢
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Si el valor del perpendiculo es conocido, y teniendo en cuenta que la
suma de los arcos anteriores es igual al lado opuesto, entonces la

resolucién es inmediata.

Si el valor del perpendiculo es desconocido, aplicamos el pentagono de
Neper a ambos triAngulos rectdngulos y operando apropiadamente, se
obtiene una expresion de la cotangente de la semidiferencia de dichos
catetos, en funcién de las cotangentes de la semisuma y de la
semidiferencia de los otros dos lados, y de la tangente de la semisuma de

dichos arcos.

La semidiferencia de los arcos, asi calculada, junto a la suma de los
mismo, que sera el valor del propio lado, permite calcular el valor
individual de cada cateto. El método termina resolviendo directamente
ambos triangulo rectangulo, de donde se obtienen los calores de los
angulos del triangulo propuesto. [Berrocoso, Manuel (2003) Notas y
apuntes de trigonometria esférica y astronomia de posicion, universidad
de Cadiz, Colombia, p.39]

Método del triangulo rectangulo, este método de resolucion esférico
oblicuangulo consiste en la aplicacion de las reglas del Neper a cada uno
de los dos triAngulos esférico rectangulo que se forman cuando, por uno
de los vértices de un tridngulo esférico oblicuangulo dado, se traza una
circunferencia maxima perpendicular al lado opuesto. Como este lado es
un arco de circunferencia maxima, la perpendicular trazada corta a esta
circunferencia maxima en dos puntos. Puesto que los lados de un
triangulo esférico oblicuangulo son arcos menores a 180°, puede suceder
gue ambos puntos se encuentres fuera del triangulo o que solo uno de

ellos pertenezca al triangulo.
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fig.1.7.4d

fig. 1.7.4 e

Las figuras 1.7.4d y 1.7.4e ilustran estas dos posibilidades. En el primer caso, el
punto de interseccion H pertenece al triangulo, y se determina los triangulo
rectangulo ACH y BCCD; en el segundo caso, ninguno de los puntos de
interseccion pertenece al triangulo y cualquieras de ellos puede ser H. en la
figura 1.7.4 e, la primera interseccion que se encuentra en sentido de A hacia B
se ha denominado H y los triangulos formado son, nuevamente ACH y BCH.
[Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill,
Colombia, p.177]
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1.6.4.3. Resolucién de triangulos esférico isésceles™.
Los triangulos esféricos isésceles se resuelven facilmente por el
método del perpendiculo. Supdngase que en un triangulo ABC se

tiene B = Cy, por tanto, b = c.

B C

fig. 1.7.4.3
Entonces, se traza el perpendiculo desde el vértice A sobre el lado
desigual a y el angulo se descompone en dos triangulos esféricos
rectangulos iguales. Dados tres elementos cualquieras del triangulo,
se resuelve uno de los triangulos rectangulos. Por lo que aplicamos el
pentdgono de Neper para resolver los tridngulos esféricos rectangulos.

% Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria planay esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.246
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CAPITULO I
LA NAVEGACION ORTODROMICA



2.1 ELEMENTOS BASICOS DE NAVEGACION ORTODROMICA.

2.1.1 Lalongitud de un arco de circunferencia.

Es la longitud total de la circunferencia como el nUmero de grado

RN

del angulo del arco es a 360°; es decir, L:W siendo Ry n, el

radio de la circunferencia y el numero degrado del angulo central,

respectivamente. [Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de

trigonometria esférica y astronomia de posicion, universidad de

Cadiz, Colombia, p.64

La longitud (Long.) de A es el &ngulo (no mayor que 180°) entre el

primer meridiano y el meridiano de A. se mide por el arco G’A’

determinado en el ecuador por los dos meridianos o por el angulo

esférico G’PA’. La longitud se denomina este u oeste segun que

el punto dado se encuentra al este o al oeste del primer

meridiano. La diferencia de longitud entre dos puntos cuyas

longitudes respectivamente son 4, y 4,, (4>4,), es 4 =4, si

ambas puntos se encuentran hacia un mismo lado del primer

meridiano y es menor que 4+4, y es 360°—(4+4,)si se

encuentra en lado diferentes. (ver fig. 2.1.1) [Ayres, Frank Jr.

(1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill,

Colombia, p.177]
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P~

Paralelo del lugar

Escuador

Meridiano del lugar

Ps

Meridiano de Greewich

fig. 2.1.1

Se llama longitud de un punto de la superficie terrestres al angulo
entre el meridiano de dicho punto y el primer meridiano. Se mide
por el arco de Ecuador, contado desde el meridiano de Greenwich
hasta el meridiano del lugar. La longitud de un punto puede ser
Oeste (W) o Este (E), en funcién del hemisferio al que pertenezcay
toma valores entre 000° (el punto estd en el meridiano de
Greenwich) y 180° (el punto estd en el meridiano opuesto al de
Greenwich). Habitual mente, la longitud se denota con la letra
griega 1. [Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y
esférica con aplicaciones a la navegacion, paraninfo S.A., Espafia,
p.279]

2.1.2 Latitud.

Se denomina latitud de un lugar central que subtiende el arco del
meridiano del lugar comprendido entre el ecuador y el lugar. La
latitud se mide a partir del ecuador hacia el norte o hacia el sur,
de 0° a 90°.

(ver fig. 2.1.1) [Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de
trigonometria esférica y astronomia de posicion, universidad de
Cadiz, Colombia, p.64]
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2.1.3

Se llama latitud de un punto de la superficie terrestres, a la
distancia esférica de dicho punto con el Ecuador. Se llama
colatitud de un punto al complementario de su latitud. La latitud de
un punto puede ser Norte (N) o Sur (S), en funcién de hemisferio
al que parezca, y toma valores entre 00° (el punto esta en el
ecuador) y 90° (el punto esta en el polo). Habitualmente, la latitud

se denota con la letra griega ¢. (Todo el punto de un mismo

paralelo tiene la misma latitud.). [Rodriguez Acros A. (2012)
Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la navegacion,

paraninfo S.A., Espafa, p.279]

Meridiano.

Se denomina meridiano de un lugar a la circunferencia maxima de
la tierra que pasa por dicho lugar y por los polos norte y sur
terrestres. (ver fig. 2.1.1) [Berrocoso, Manuel (2003) Notas y
apuntes de trigonometria esférica y astronomia de posicion,
universidad de Cadiz, Colombia, p.64]

Se llama meridiano a cada una de las semicircunferencias de
circunferencia maxima delimitada por los polos, y meridiano del
lugar al que por ese lugar. Se llama primer meridiano, meridiano
cero o meridiano de Greenwich, al que pasa por el observatorio
de dicha localidad inglesa. El plano que contiene al meridiano
cero divide a la superficie esférica terrestres en dos hemisferios:
este y Oeste. [Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y
esférica con aplicaciones a la navegacion, paraninfo S.A.,

Espafia, p.278]

52



214

2.1.5

2.1.6

Paralelo.

Se denomina paralelo de un lugar a la circunferencia paralela al
ecuador que pasa por ese lugar. (ver fig. 2.1.1) [Berrocoso,
Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y

astronomia de posicion, universidad de Cadiz, Colombia, p.64]

Se llama paralelo a cada una de las circunferencias menores
paralelas al ecuador. [Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria
plana y esférica con aplicaciones a la navegacion, paraninfo S.A.,

Espafia, p.278]

Derrota o Ruta.

Se denomina ruta o derrota entre dos puntos, a la trayectoria que
une el punto de partida con el punto de llegada. (ver fig. 2.1.6)
[Berrocoso, Manuel (2003) Notas y apuntes de trigonometria
esférica y astronomia de posicién, universidad de Cadiz,
Colombia, p.64]

Se llama derrota o ruta a la trayectoria que recorre un barco o
avibn entre dos puntos A y B de la superficie terrestres.
[Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con

aplicaciones a la navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.281]
Derrota ortodromica.

Se denomina derrota ortodrémica a la derrota que sigue un arco
de circunferencia maxima. (ver fig. 2.1.6) [Berrocoso, Manuel
(2003) Notas y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de

posicion, universidad de Cadiz, Colombia, p.64]
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Si la trayectoria es un arco de circunferencia maxima, la derrota
se llama ortodromica. (vértice de la derrota es el punto de mayor
latitud de la derrota entre A y B.). [Rodriguez Acros A. (2012)
Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la navegacion,

paraninfo S.A., Espafa, p.281]

Derrota o ruta.
Derrota ortodromica.
Distancia ortodromica.

Ps fig. 2.1.6

2.1.7 Rumbo?.

Se denomina rumbo geografico de una ruta en un punto al angulo
qgue forma el meridiano que pasa por dicho punto con la ruta. Se
mide de 0° a 360° a partir del arco de meridiano que une el punto
con el polo norte. (ver fig. 2.1.6) [Berrocoso, Manuel (2003) Notas
y apuntes de trigonometria esférica y astronomia de posicion,
universidad de Cadiz, Colombia, p.64]

Se llama rumbo, al angulo esférico que forma la derrota con el
meridiano del lugar en un determinado momento. Se denota por la

letra R®.

** Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria planay esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.281
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e EIl rumbo inicial es el angulo esférico que forma la derrota con el

meridiano del punto de partida.

e El rumbo final es el angulo esférico que forma la prolongacion de la

derrota con el meridiano del punto de llegada.

El rumbo se puede proporcionar de dos formas distintos:

a) Rumbo circular: se mide desde el norte hacia el Este. Consta de

tres cifras, 000° < R° <360°.

b) Rumbo cuadrantal: se toma como tal el menor de los angulos
esférico que forma el Norte o el Sur del meridiano del lugar con la
derrota, por lo que puede ser Este U oeste y es menor o igual que

un recto, 0° <R%<090°.

e Ejemplo™ 1:

Un barco ha de navegar desde A hasta B. EI Rumbo inicial (rumbo A)
es el angulo Py AB y el rumbo de llegada (rumbo B) es el angulo Py

BC como aparece sefialado en la fig. 2.1.7 a.

N\

e Ejemplo® 2:

*! Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia, p.148
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Un barco ha de navegar desde B hasta A. El rumbo inicial (en B) es el
angulo PyBA y el rumbo de llegada (en A) es el angulo Py AC como

parce en la fig. 2.1.7 b.

fig. 2.1.7 b.

2.1.8 Distancias ortodrémicas.

Se le llama distancia ortodromica, al producto de la derrota (en

radianes) por el radio medio de la tierra. (ver fig. 2.1.6)

2.1.9 Distanciay Velocidad*.

En la historia de la humanidad, muchas civilizaciones han
utilizado la milla para medir distancias, dado que este valor que se
le asignaba variaba con respecto a las culturas. La milla (del latin,
milia passum, miles de pasos) es utilizada para medir distancia,
este valor suele cambiar por el tipo de cultura. En la actualidad, se
llama milla marina o milla nautica, y se denota por la letra M,
como la longitud de un arco de un minuto de meridiano
(circunferencia maxima, suponiendo que a tierra es una esfera de
radio Ry = 6,372 Km). Por tanto, 1M = 1,852 Km.

Se puede notar que la tierra no es una esfera perfecta, sino un

esferoide, o elipsoide de rotacion, de modo que la longitud de un

*2 Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria planay esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.283.
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arco de u minuto de meridiano varia con la latitud, oscilando entre
1,843 Km. En el ecuador y 1,862 Km. En los polos. Por acuerdo
internacional, se ha fijado el valor de una milla nautica en 1,862

Km., que corresponde a la medida de un arco de un minuto de

meridiano terrestres en la latitud de aproximadamente ¢ = 45"

2 2

o2 +R¥ =1 siendo

Si se considera la elipse de ecuacion :

Rux =6,378 'y R, =6,357 los radios ecuatorial y polar,
respectivamente, se calculan los valores de x y y tales que

2 2 2 -
X"+y°=R% vy luego se utiliza el valor de x para calcular el

: X .
angulo ¢ (latitud) tal que cos(sz— y se obtiene que @~ 46.29°
T
Por lo que la relacion entre milla marina y kilometro se sostiene a
partir del radio de la tierra. En efecto, se m el nimero de kilometro
en una milla. Para hallar m basta dividir la longitud total de una
circunferencia maxima terrestres entre el nimero de minutos que

. ) 27R
tiene un angulo completo. Esto es: m - .1.852Km.

(360)(60)

Es decir, un nudo (Kn), es la velocidad que corresponde a
recorrer una milla marina en una hora. Por tanto, 1Kn =
1.852Km/h.
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2.2 NAVEGACION A LO LARGO DE UN PARALELO®,

Se llama apartamiento o departure**, a la distancia que se recorre sobre

un paralelo, se denota por Ap.

Supongase que un barco navega Ap milla nautica directamente hacia el
este o directamente hacia el oeste desde una posicion conocida D hasta
B. Como el viaje se realiza a lo largo de un paralelo A,, entonces la

latitud de B es la misma del punto D.

La diferencia de longitud entre B y D (A1) se mide mediante el arco FG
determinado en el ecuador por los meridiano que pasan por D y B. La
distancia recorrida al navegar desde D hasta B, recibe el nombre de
“departure” (Ap) de B hacia D. La diferencia de longitud se denomina
este u este segun el apartamiento este dirigida hacia el este o hacia el

oeste.

Para encontrar la longitud de B siendo la diferencia de longitud G
distinta a la B, es necesario considerar: que al unir a D y B con el centro
C de la circunferencia menor (o sea el paralelo de latitud), y luego unir D,
Fy G con el centro O de la tierra, y luego trazar DH perpendicular a
OF. Entonces llamaremos L a el angulo #FOD, que mide la latitud de D.
Como /FOG = #DCB, entonces los arcos FG y DB son proporcionales a

sus radio, por tanto:

arckG OF OD arcFG
= = ecL—

= = =5
arcbB CD OH arcDB

=secL — arcFG =(arcDB)sec L

entonces, AA=A secL otambién DL, =A secL. (ver fig. 2.2)

3 Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia,
p.184.

** Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria planay esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafa, p.28, 292-294.
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fig. 2.2 a.

e Otradefinicién de navegacién por un paralelo®.

Sea A y B dos puntos situados en el paralelo de latitud L y se Ap el
apartamiento, o distancia recorrida (kilometro) sobre el paralelo entre A 'y

B, ya sea hacia el Este, o al Oeste (ver la fig.2.2 b.)

Observacion: Tanto el apartamiento, Ap, como el incremento de longitud,
DLo. Son magnitudes con signo (positivo si se viaja hacia el Este y
negativo si se viaja hacia el Oeste). No obstante, para facilitar la
exposicién, en las siguientes lineas se consideran ambas positivos, esto
es, identificado con su valor absoluto, sin perjuicio de que la formula que
relaciona a ambas y que se va a obtener sera también valida teniendo en

cuenta los signos.

* Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafa, p.28, 292-293.

59



Ecuador

fig. 2.2 b,

El incremento de longitud entre A y B, en valor absoluto, se puede medir
con el arco PQ del Ecuador, siendo P y Q las respectivas intersecciones

de los meridianos de A y B con el Ecuador. Por tanto,

DL, :Erad .

:
Sea O’ y r el centro y radio, respectivamente del paralelo (una
circunferencia menor de la superficie terrestres) en el que estan situados
A y B. Se observa que los angulos planos AO’B y POQ se miden lo
mismo que el angulo esférico que tiene por lados los meridianos de A 'y

B, esto es,
ZA0'B=2POQ=DL,.

Por tanto, Ap y DLy son medidas de dos arcos que corresponden a un
mismo angulo central en dos circunferencias de radios distintos, r y R,

respectivamente. Esto es,

_2ar

2R
=—_n°, DL, = T P
360° Lo

~ 360°

A
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Siendo n° la medida en grado de dicho angulo. En consecuencia, la razén

de Ap y DL coinciden con la razén de r y Ry, esto es,

A T

—=—>RA =r(DL,).

oL R, - A, =1 (DLy)

Ahora bien, se observa que el triangulo plano OAQ’, tiene hipotenusa
OA = Rt y el cateto opuesto a O es AO’ = r. Ademas, el angulo

ZA00"'= ~4x es el complemento de la latitud L. En consecuencia,

90° =L+x—>90°-L=x
sen x:OA—>sen(900—L):OA

T T

=cosL

L:cosL—>r:RTcosL
RT

Sustituyendo en la ecuacion anterior en R A, =r(DL,) tenemos

R A, =(R; cosL)(DL,) — A, =(DL,)cosL.

Nota: se desprende que las unidades de medidas de Ap coinciden con las
de DLo.

Nétese también que, en este contexto, no se puede realizar la habitual
equivalencia entre millas marina y minutos de longitud, puesto que un
paralelo no es (salvo el caso particular del ecuador) una circunferencia

maxima.
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2.3 NAVEGACION EN UN PLANO?.

Supongase que un barco navega, a lo largo de una circunferencia
maxima, con una distancia A, desde A hasta B, como se muestra la
figura 2.3 a. Tracese por B el paralelo que corta en D al meridiano que
pasa por A. Sean F y G los puntos donde los meridianos que pasan por
Ay B cortan el ecuador. Entonces, | =arcAD que es el cambio de latitud

y Ap. = arco DB en el apartamiento.

fig. 2.3 a.

Cuando las distancias relacionadas son relativamente pequefas, se suele
considerar la superficie de la tierra como un plano, para poder aprovechar
las formulas de la trigonometria plana que son mas sencillas. Ahora se
supondra que todas las distancias son menores de 200 millas nautica o
370.4 Km, y que se esta trabajando un plano.

En este plano, el ecuador y los paralelos de latitud se representa
mediante recta horizontales, mientras que los meridianos, son
perpendiculares al ecuador y se representa mediante rectas paralelas
verticales. En la fig.2.3 b., NAS es el meridiano que pasa por A, y DB es

una parte del paralelo de latitud que pasa por B. Entonces, d = AB que es

*® Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia,

p.185.
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la distancia, Ap. = DB es el apartamiento, | es el cambio de latitud y C es

el angulo del rumbo.

A
En el tridngulo rectangulo ABD: | =dcosC, A =dsenC y tanC :I—p

El cambio de latitud se designa N o S segun que B esta al norte o al sur
de A. En la fig. 2.3 b., el cambio de latitud es | milla N o | minutos N, el

apartamiento es A, millas E y el rumbo es C° NE.

N
D Ap B
! d
C
A
—— e ecuador
S fig. 2.3 b.

2.3.1 El camino maés corto para viajar entre dos puntos®’.

Dado dos puntos de una superficie esférica, la curva de menor longitud trazada
sobre la superficie esférica, es el arco de circunferencia maxima. Esto puede
probarse con argumento de la geometria diferencial, pero este no es el objetivo
de este estudio.

Este hecho es tenido muy en cuenta por las compafiias navieras y areas al
planificar sus viajes. Tomar el camino mas corto minimiza el tiempo de viaje y el
costo del mismo.

En particular, sobre la tierra, para viajar entre dos puntos con la misma latitud, el
camino mas corto no es el arco de paralelo que lo une, sino el arco de

circunferencia maxima que los une. Esto es, mas corto viajar por un arco de

* Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones ala
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.294.
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circunferencia maxima que por cualquier otra curva, en particular, que por un

arco de paralelo.

2.4 NAVEGACION POR LATITUD MEDIA*,

Cuando en un tridngulo ABD de la fig. 2.3 a. se transforma en el

triangulo ABD de la fig. 2.3 b., se alarga el arco DB. Entonces, cuando

el “apartamiento” Ap = DB se utiliza en la formula DL, =A secL de la

navegacion a lo largo de un paralelo, el valor de DL, es muy grande. Se

obtiene una mejor aproximacion si se considera el “apartamiento”

correspondiente al paralelo de la latitud media de los paralelos de Ay B;

estoes, DL, = A, sec%(lat.AJrlat.B)

Este método, que consiste en convertir el “apartamiento” en diferencia de
longitud, se llama navegacion por latitud media. Sin embargo, no debe
aplicarse cuando la latitud media excede los 60°.

2.5 ESTIMA*.

Es el procedimiento en el que el navegante, para encontrar una
aproximacion de posicién actual, utiliza como datos la Ultima posicion
conocida de su barco, asi como el rumbo seguido y la distancia recorrida

desde esa ultima posicion, el cual se conoce por el nombre de estima.

* Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia,
p.185.

64



2.6 NAVEGACION A LO LARGO DE UNA CIRCUNFERENCIA MAXIMA®®,

Al navegar a lo largo de una circunferencia méxima desde A hasta B, un
barco recorre el menor de los arcos de la circunferencia maxima que
pasa por A y B. Los problemas fundaméntales de la navegaciéon a lo
largo de una circunferencia méaxima son la determinacion entre Ay B, y
la determinacion de la direcciébn del recorrido en cualquiera de sus

puntos.

Lo problemas de la navegacion a lo largo de una circunferencia maxima
requieren la solucion de un triangulo esférico (generalmente

oblicuangulo), en el que uno de sus vértices es un polo P, o Ps.

e si Ay B se encuentran en el mismo hemisferio, se toman

generalmente como vértice el polo de ese hemisferio.

e si Ay B se encuentran en el hemisferio diferentes, se puede tomar

como veértice cualquier de los polos.

En la fig. 2.6 a., A y B estan en hemisferio norte; b = arco AP, = 90° —
lat. A = colatitud A, a = arco BP, = 90° — lat. B = colatitud B, y

DL, = ZAP B es igual a la diferencia de longitud entre Ay B.

* Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.285-292.

65



fig. 2.6 a.

En la fig. 2.6 b., A esta en el hemisferio sur y B esta en el hemisferio
norte. En el triangulo AP,B, b’ = arco AP, = 90° — lat. Ay a’ = arco
BPs = 90° + lat. B.

fig. 2.6 b.

En la figura 2.6 c, A y B se encuentran en el hemisferio sur. En el
triangulo APs B, b = arco APs = 90° — lat. Ay a = arco BPs = 90° —
lat. B.
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fig. 2.6 c.

En cada una de las figuras, d = arco AB = distancias a lo largo de la

circunferencia maxima, entre A y B, ZP,AB=rumbo de salida y

/P AC =rumbo de llegada
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CAPITULO IlI

APLICACION DE LA TRIGONOMETRIA
ESFERICA EN LA NAVEGACION
ORTODROMICA



3.1 CASOS DIDACTICO DE LA APLICACION DE LA TRIGONOMETRIA
ESFERICA EN LA NAVEGACION ORTODROMICA.

3.1.1 Diferencia de longitudes y distancias®.
e Encontrar la diferencia de longitud entre:

a) Nueva York (long. 74°10 W) y Pearl Harbor (long. 157° 58.3’

A, —2,=157°58.3'-741°0'=83°57.3', puesto que ambas son

oeste.

b) Nueva York y Moscu (long. 37° 34.3).

A+ A, =74°1'+37°34.0' =111°35.3", porque es este y la otra es

oeste.

c) Nuevo York y Sydney (long. 151° 13?).
360° — (4, + 4,) = 360" — (151° 13'+ 74° 1') =134° 46’

d) Sydney y Moscd.

*® Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia, p.150
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e Encontrar la distancia en (km.) entre cada uno de los siguientes
pares de puntos de la superficie terrestre.

a) A (lat. 30° 25°N, long. 40° W) y B (lat. 75° 10°N, long. 40° W).

CA=3025,CB=75°10"y

44° 45'
AB=CB-CA=44°45'= ((187)7{}(6, 372km) = 4,976.75km

e A (lat. 30° 25’S, long. 50° E) y B (lat. 75° 10°N, long. 50° E).

CA=30°25CB=75°10"y

105° 35')z
AB =CA+CB =105 35'= £%J(6’ 372km) =11,742.17km
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e Considere dos lugares A y B, cuyas longitudes son
respectivamente 1, =170°E y A, =170°W . Calcular la diferencia

de longitud®.

Solucion:
Se observa que |, — 4,|=|-170° —170°| = 340° > 180°.

Por tanto, si se viaja de A hasta B hacia el este, entonces
AL =360°-340° = 20° o de forma equivalente, A1 =20°E. Si se viajara
de A hasta B hacia el oeste, no ser recorreria el mismo camino mas

corto.

|45 —A,| <180° si se viaja de A, en
el Oeste a B en el Este. Entonces

.m A1 >0 y si se viaja de B hasta A,
v : entonces A1 <0.

Si por el contrario, se viaja de B hasta A hacia el oeste, entonces

AL =—(360"-340")=-20° o, de forma equivalente, A1=20°W, si se

viajara de B hasta A hacia el este, no se recorreria el camino mas

corto.

|/15 —ﬂ,A| >180° si se viaja de A, en el este a B

, en el oeste, entonces A1 >0. Si se viaja de
B hacia A, entoncesAl<0. Ademas se

tiene |AZ|=360°—|4; — 4,|.

> Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.281.
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Para el caso de las latitudes:

Si se viaja de A, en el norte, a B, en el sur, se tiene |Ap|<0 y si se

viaja de A hasta B, entonces |Ag0| >0. (valido para ambas figuras)

3.1.2 Rumbo y distancias®.

El rumbo inicial de un derrotero a lo largo de una circunferencia
maxima, a partir de Nueva York (lat. 40° 42’ N, long. 74° 1°W) es 30
10’ NE. Localizar el punto M del recorrido mas cercano al polo
norte, y calcular (kilbmetros) las distancias, en la circunferencia

maxima, desde M hasta el polo y hasta Nueva York.
Solucion:

La distancia minima entre el recorrido y el polo norte P se mede a lo
largo del meridiano que es perpendicular a la ruta. En el triangulo
esférico NPM, M = 90°, m = NP = 90° — 40° 42’ = 49° 10’ y N = 30° 10;

P, ny p son las partes buscadas.
Para n: sen n = cos (90° - m) cos (90° - N) = sen m sen N.

Para P: sen (90° - m) = tan (90° - N) tan (90° - P); y cot P = cos m tan
N.

>? Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia,

p.161, 162.
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Para p: sen (90° - N) = tan (90° - m) tan p; y tan p = tan m cos N.

.m=49°18’
.N=30%°10’

.n=22°23.6

P =69°14.6’
90°- N

.p=45°8.8

La latitud de M es 90° — n = 67° 36.4’ N; la longitud es 74° 1" — P = 4°
46.4°’ W. La distancia de M a P es

0 1
n=22" 23.6‘:(%)(6,37%@ —2,490.42km Y la distancia de M a

0 1
Nueva York es p=45°8.8'= (%j(G,S?ka) =5,020.87km.
El rumbo inicial de un derrotero a lo largo de una circunferencia
méaxima, a partir de San Francisco (lat. 37° 48.5’ N, long. 122° 24’
W) es 40° 30° SW o 220° 30° SW. Localizar el punto M donde el
recorrido corta el ecuador, y calcular la distancia, en la

circunferencia méxima, desde M hasta San Francisco.
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Solucién 1:

En el triangulo esférico MSP, s = MP = 90°, S = 360° — 220° 30’ = 139°
30, ym=SP =90° - 37° 485 = 52° 11.5"; P y p son las partes
buscadas. Como este triangulo es cuadrantal, se puede utilizar su
triangulo polar (rectangulo) M'S’P’, en el que S’ = 90°% s’ =180° - S =
40° 30’ y M’ = 180° — m = 127° 48.5, para encontrar p’ y
P.

Para p”: sen (90° — M’) = tan p’ tan (90° — s’) y tan p’ = cos M’ tan s’.

Para P”: sen (90° — s’) tan (90° — M’) tan (90° — P’) y cot (P’) = tan M cos

S.

920 P
M’ = 127° 48.5'
. s'=40°30’

.p =152°21.9’

, o , ooz P
P'=134"25.3
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Entonces, P = 180° — p’ = 27°38.1’ y p = 180° — P’ = 45° 34.7". La
longitud de M es 122° 24’ + 27° 38.1" = 150° 2.1 W y la distancia
desde M hasta San Francisco es p = 45° 34.7’ = 5,068.87 km.

Solucién 2:

Puede obtener un procedimiento algo mas sencillo que el empleo
anteriormente, si se utiliza el triangulo SMT en el que m = TS = 37°
485, S=./MST =40°30' y T = 90°. En este caso s = arco MT, que

mide la diferencia de longitud entre My S, y t = arco MS.
Paras: sen m =tan stan (90 - S) y tan s = sen m tan S.

Para t: sen (90° - S) = tan (90° - t) tan m y cot t = cot m cos S.

90°- S

M =37°48.5

S =40° 30’

90" t
.s=27°38.1
m
1=45°34.7
920°- M

S
La longitud de M es 122° 24’ + 27° 28.1’ = 150" 2.1’ W vy la distancia
buscada es t = 45° 34.7’ = 5,068.8749 km.

Encontrar el rumbo inicial y el rumbo final de llegada de un derrotero, a
lo largo de una circunferencia maxima que, a partir de Chicago (lat.
41° 50’ N, long. 87° 31.7” W) corta el ecuador en M (long. 170° 15’ E).

Encontrar la distancia entre M y chicago.
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Solucion:

Este problema puede resolverse mediante el triangulo polar
(rectangulo) del triangulo cuadrantal MCP, o mediante el triangulo
MCT. En este Gltimo caso, m = arco TC = 41° 50’ y ¢ =arco MT = 102°
13.3. P

Para C: senm =tan c tan (90° - C)

Cot C = cot ¢ sen m. ‘-

Para M: sen c =tan m tan (90° - M) w ‘n‘ E

Cot M = sen c cot m.
Parat: sen (90°-t)=cosccosm

Cost=cos ccos m.

.c=102°13.3 A0-¢
.m = 41° 50’
C=90°132 E ®©
M = 42°29.2’
1=99°45 ®
920°- M

El rumbo inicial es 180° + 98° 13.2" = 278° 13.2’, el rumbo de llegada
es 270° — 42°29.2’ = 227° 30.8’, y la distancia es

t=99°4.5 = 11,018.3665 km.
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3.1.3 Navegacioén alo largo de un paralelo®.

e Un barco navega 101.86 km., hacia el este en latitud 44° 30’ N.

Encontrar el cambio de longitud.
Solucion:

En relacion con la fig. 2.2 a., el apartamiento es Ap = 101.86 km.,y L =
44° 30'. Entonces, DLy = (101.86) sec 44° 30’ = 142.81 km. E. o

_ (142.81 km)180°

~1°17' 2.86"E.
(6,372 km)

e Hallar lalongitud | de un arco de un grado del paralelo de latitud L
=59%21’ N.

Solucién:
R = Ry cos L = (6,372 km) cos 59° 21’ = 3,248.40 km.

271 x1°
00

Por tanto, | = 56.65 km.

También se puede utilizar que la longitud de un grado de ecuador es d
=1,852 X 60=111,12 km.

La formula A, =(DL,)cosL, en este contexto, resulta: | =dcosL

Donde | =111.12 X 0.5098 = 56.65 km.

> Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia,
p.187.
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e Un barco navega hacia el oeste a una distancia de 296.30 km en la
latitud 35° N. Encontrar el cambio de longitud.>

Solucion:

Aqui, Ap = 296.30 km, L = 35°% y DLo = Ap sec L = 160 sec 35° =
361.74 km al oeste.

Pa

e Un barco cuya latitud es 50° N navega hacia el este hasta que
alcanza una diferencia de longitud de 2° 15. Encontrar el

apartamiento.

Solucion:

2°15'7
180°

Aqui, DL, =( ](6,372km)=250.23 km E, L = 50° entonces DLo =

Ap sec L, tenemos Ap = DLo cos L = (250.23 km) cos 50° = 160.85
km. E.

Py DLe=21%'

/

NwZ

> Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia,
p.184.
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Dados dos puntos Ay B sobre la superficie terrestres estan sobre
un paralelo de latitud = 30° S y difieren en tres de reloj. (a)
Tomando como radio terrestre Rt = 6.372 km, hallar su distancia
en km. Medida sobre el menor de los arcos de paralelo que los
une. (b) ¢Cual sera la distancia entre A y B medida sobre el

menor de los arcos de circunferencia maxima que las une?>
Nota:

Tres horas de reloj equivalen a un incremento de longitud.

45° 7

AL =3x15 grad%oras = 450 , entonces AA = (W

](6,372 km) =5,004.55 km

a) Solucion:

Ap = (5,004.55) cos 30° = 4,334.067 km

b) Solucion:

Se resuelve un triangulo esférico ABC, donde C representa el polo sur
(asi como el &ngulo C =AA). Por tanto, los lados a y b representa las
colatitud de B y A, respectivamente siendo a = b = 60°. Utilizando una

formula de los cosenos se calcula.

AB =c =4,301.37 km.

Comparando los resultados anteriores, se pone de manifiesto que la
distancia entre los puntos A y B, medida sobre el menor de los arcos
de circunferencia maxima que los une, es menor que la medida sobre
el paralelo, esto es que las curvas de menor longitud sobre la

superficie esférica son los arcos de circunferencia maxima.

> Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.294.
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3.1.4 Navegacion en un plano®®.

e Un barco viaja una distancia 277.8 km con un rumbo de 245° 10’
SW (0 R = 245° - 180° = 65°10’ SW) desde sanfrancisco (lat. 37° 50’

N). encontrar el apartamiento y la latitud alcanzada.
Solucion:

Sean Ay B las posiciones iniciales y finales del barco. En el triangulo

rectangulo ABD, C = 65° 10’, entonces:
Ap =d sen C = (277.8) sen 65° 10’ = 252.11 km. W.

| =d cos C = (277.8) cos 65° 10’ = 116.67 km. S.

_ (116.67 km)(180°)
La latitud de B =37°50'— —36%47'3.33"
(6,372 km)z
La altitud de B = 36° 47’ 3.33”
/N
N
A A lat.37°50' N
C=6510"
d
]
B D
Ap
o s ecuador

*® Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia,
p.187.
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e Un buque sigue un rumbo de 160° cuando navega desde A (lat.
53°10° S) hasta B (lat. 55° 40‘S). Encontrar la distancia y el

apartamiento.

Solucién:

Aqui | = 55°40’ — 53°10" = 2°30’ = 278.031 km., C = 20° SE, entonces:
d =Isen C = (278.031) sen 20° = 95.0922 km.

Ap = | tan C = (278.031) tan 20° = 101.95 km E.

3.1.5 Navegacion por latitud media®’.

e Un buque que sale de A (latitud 54°10 N, long. 156°W) y viaja
305.58 km. Con un rumbo de 220° Encontrar la posicién alcanzada
B.

Solucién:
Aqui, C = 40° SW, d = 305.58 km, entonces
| =d cos C = (305.58) cos 40° = 234.0879 km. S

Ap = d cos C = (305.58) sen 40° = 196.4230 km. W

243.0879 km)(180°)
(6,372km) z

La latitud de B =54°10 '[( ]: 51°58'N

La latitud media es %(540 10'+51° 58" 51.12"):530 04' N. Entonces,

DL, APSEC(Iat.A; Iat.Bj

= (305.58)sec 52° 37'=503.3067 km W

>’ Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia,
p.188.
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_ , [(503.3067km)(180°) . _
Y la longitud de B=156" + =157"35"W (ver la fig).
(6,372km)
N
w—lat 54°10" N A bE

d=165 j
C=40"

lat. 52°3.6' N D
B Ar

long. 156" 0' W

e Un barco parte de A (lat. 40° 22’, long. 47° 12’ W) y llega a B (lat.
37° 46’ N, 44° 54’ W). Entonces tras, mediante navegaciéon por
latitud media, encontrar el rumbo y la distancia.

Solucioén:
La diferencia de latitud | = 47° 12’ - 37°46'=2° 36’ S.

La diferencia de longitud es DLy = 47°12 - 44°52 =2° 18’ E.

La latitud media es %(40022437046'):3904'. de

DL, = Apsec(lat.AJr Iat.BJ

, Ap = (2° 18’) cos 39° 4’;

tanC =

A, (2°18')cos39°4' o
Tp =g —0.6868 y C=34°29’y, I=d cos C,

d=1sec C=(2°36") sec 34°29' = 3°9’ 15.21” = 350.79 km E.

Y el rumbo es 34° 29’ SE.
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b d
[}
] lat. 3746 N E
W5 Ar B

3.1.6 Navegacion alo largo de una circunferencia maxima®.

e Encontrar la distancia, el rumbo de salida y el rumbo de llegada
correspondiente a un viaje desde Honolulu (lat. 21° 18.3’ N, long.

157° 62.3’ W) hasta san Francisco (lat. 37° 47.5’ N, long. 122° 25.7’
W).

Solucién:

C(Pn)

En la figura, A es Honolulu y B es san

Francisco.

Entonces, a = 90° — 37°47.5' = 52° 12 5,
b=90°-21°18.3=68°41.7y C = 157°
52.3' —122°25.7 = 35°26.6'

Solucién normal:

> Ayres, Frank Jr. (1970) Trigonometria plana y esférica, editora McGraw-Hill, Colombia,
p.189-192.
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B+A b-a b+a
Para A, B: (1) tan =C0S > sec —

B-A b-a b+a C
(2) tan —j:sen(—jsec(— cot(—j
2 2 2 2

Para c:
b-a_coag b+a_epo71
2 2

B+A _goo57.1:
Resolviendo el sistema B_A

- =2716.9'

2
C =34°40.2’

40.2' % ~17°20.1"

C b-a B+A B-A
(3) tan Ej_tan(Tjsen( > jcsc( > j

= 108° 14, A = 53°

La distancia buscada es 34° 40.2 = 3,855.7332 km. El rumbo de salida es 53°
40.2 NE 0 53° 40.2" y el rumbo de llegada es (180° — 108° 14’) NE = 71° 46 NE o

71° 46”.

Solucién alterna:

.ssvc=ssv(b-a)+senbsenassvC=ssv(b-a)+x

.SssvVA=sen (s—b)sen(s-c)cschbcscc
.ssvB=sen(s-c)sen(s-a)cscccsca
.b=68"417 b—a=16°29.2
.a=52°125
C =35°26.6’

. X =0.06822
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.c=34°40.2

.a=52°125 s—a=25°34.7
.b=68°41.7 s—-b=9°55
.c=34°402 s—c=43°7
2s = 155° 34.4’ a=52"°12.5
.s=T77°47.2 b=68°41.7
.c=34%40.2’
A=53°40.2
B =108° 14’

La distancia buscada es ¢ = 34° 40.2' = 3,855.7332 km. El rumbo de
salida es 53° 40.2’, y el rumbo de llegada es 71° 46’
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Un barco navega a lo largo de una circunferencia méxima desde
Dutch Harbor (lat. 53° 53’ N, long. 166° 35’ W) hasta Melbourne
(lat. 37° 50° W, long. 144° 59’ E). (a) Encontrar la distancia, el
rumbo de salida y el de llegada. (b) Localizar el punto donde el
recorrido corta el ecuador. Encontrar el rumbo y la distancia
desde este punto hasta Dutch Harbor. (c) Localizar el punto del
recorrido cuya longitud es 180°. Encontrar el rumbo y la distancia

desde este punto hasta Dutch Harbor.
a) Solucion:

En la fig. mostrada A es Dutch Harbor y B es Melbourne. Entonces, b
=90°-53°53'=36°7",a=90°+37° 50" = 127° 50’ y C = 360° — (166°
35+ 144° 59') = 48° 26’

A+B
Para A,B: (1) tan

(2) tan ( A Bj = sen (a_—bj csc(a—erj cot(gj
2 2 2 2
Parac: (3) tan (Ej =tan (a—_bjsen('oﬁr B)csc( A Bj
2 2 2 2

(a—_bj — 45%51 5" (a—”’j _81°58.5' C _opa
2 2 2
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B+A _gs050.9°

Resolviendo el sistema 5 2 A A=143°14 B=26"404
% =58%0.5'

%:50022.7' ¢ =100° 454’

La distancia buscada es 100° 45.4° = 11,250.3887 km. El rumbo de
salida es (180° — 143° 1.4’) SW = 36° 58.6" SW o 360° — 143° 1.4’ =
215° 58.6’ y el rumbo de llegada es 26° 40.4 SW o 180° + 26° 40.4’ =
206° 40.4",

b) Solucioén:

Denominese D la interseccion del recorrido y el ecuador, y G la
interseccion del meridiano que pasa por A y el ecuador. Considérese
el triangulo esférico rectdngulo AGD de la fig. en el que G = 90,

d =arco GA=53°53'y A=_/DAG =180°—143°1.4'=36°58.6".
(Pv)

Paraa: (4)tana=sendtan A
ParaD: (5)cosD=cosdsenA

Parag: (6)tang=tandsecA

.d=53°534 ecuador
A=36°58.6
.a=31°15.5’

B
D=69%14.1"
.g=59°45.7
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La longitud de D es 166° 35" + 31° 18.5’ = 197° 53.5' W.

El rumbo desde D es (90° — 69° 14.1”) SW = 20° 45.9° SW o 200°
45.9'.

La distancia entre D y Dutch Harbor es 59° 45.7 = 6,646.2372 km.

c) Solucion:

Denominese M el punto del recorrido cuya longitud es 180° y
considérese el triangulo esférico AMC de la figura en el que C = 180° —
166° 35 = 13° 25",

Para a.c: (7) tan(%):COS(A;CJSBC(A;CJMH(
(8) tan(%j=sen[A;Cjcsc(AZCjtan( )

Para M: (9 cot(M]—sen(ﬂjcsc(ﬁ)tan(p‘_cj

araM: (9) 2 ) 2 2 2

(_A;Cj ~64°48.2" (A;C): w12 Do1gss

N |3

N |3

(ﬂj ~34°12.7"
2

Resolviendo el sistema a = 50°

[—a;"} ~16%46.3'

59' ¢ =17°26.4' % =13°34.5'

M=27°9".
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La altitud de M es (90° - a) N = 39° 1’ N. El rumbo desde M es 27° 9’
SW o 207° 9’ y la distancia entre M y Dutch Harbor es 17° 25.4° =
1,939.5439 km.

< Un buque parte de Nueva York (lat. 40° 48.6’ N, long. 73° 57.3 W) para
efectuar una travesia a lo largo de una circunferencia méxima. El
rumbo de salida es 36° 0’. (a) Encontrar la latitud y la longitud de su
posicién B cuando ha recorrido 925 km. (b) Localizar el punto de la

travesia que se encuentra el norte.
a) Solucion:
En la figura, A es Nueva York. Entonces, b = 90° — 40° 48.6° = 49° 11.4’,

o [(925km)(180°)

(6372km)(7)

ParaC: (1) tan B+CJ—COS(b_CJsec[bJrc)cot[éj
' 2 2 2 2
(2) tan gj=sen[b_CJcsc(bJrcjcot(Aj
2 2 2 2
Para a: (3) tan EJ—tan(b_cjsen(BJFCJCSC(B_Cj
' 2 2 2 2

D=C)_ o257 (2XC)_ogus 7 [A)-1e0:
2 2 2

J=8°20' yA=36"0
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B+C

=73%.6'

Resolviendo el sistema BZC B =138°579 C=7°13.3"
7265052.3'

%: 21°19.8' a=42°39.6’

La latitud de B es (90° — 42°39.8') N =47°20.4' Ny

la longitud es (73°57.5' — 7° 13.3’) W = 66° 44.2 W.

C (Pv)
b a
B
A
b) Solucion:

El punto de la travesia que se encuentra mas al norte es D, cuyo
meridiano es perpendicular al recorrido. En el triangulo esférico
rectangulo ACD de la figura, b =49°11.4'y A= 36

Para a: (4) sen=sendsen A
Para C: (5) tan C =secd cot A.
.d=49°11.4
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A=36°0
.a=26°24.9

C =64°36.00

C (Py

La latitud de D es (90° — 26° 24.9°) N = la longitud es (73° 57.5” — 64° 36")
w=9°215"W.
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< NAVEGACION CASO 1: conociendo el origen y destino®.

Un barco navega desde un punto A (lat. 40° 26’ N, long. 72° 14’ W)
hasta un punto B (lat. 32° 30’ N, long. 17° 12; W) segln un arco de
circunferencia maxima. Hallar la distancia entre A y B, asi como los

rumbos de salida y llegada.
Solucion:

En este caso concreto, se viaja hacia el este y los puntos de origen y
destino estan en el hemisferio norte. Por tanto, se considera un triangulo
esférico ABC, donde C representa el Polo Norte, A el punto de origeny B

el de destino. Se tiene la siguiente correspondencia:

b=90-lat. A .

_-a=90-]at. B

C =DL, =AA = 1; - 4,: incremento de longitud.
.a=90° - lat. B: colatitud de B

. b =90° - lat. A: colatitud de A

A = R;: rumbo inicial.

B = 180° — R;: suplementario del rumbo final (circular)

.C: arco recorrido.

>’ Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.286.
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Noétese que la longitud oeste se toma como un valor negativo, por lo que
C =1y — A, =—17°14'-(-72°14') = 55°02"
Entonces,

cosc =sen(lat.A)sen(lat.B)+cos(lat.A)cos(lat.B)cos(A4)

sen(AA)
tan A=
tan(lat.B)cos(lat.A)—sen(lat.A)cos(AA1)
an B — sen(AA)

tan(lat.A)cos(lat.B)—sen(lat.B)cos(AA)

Sustituyendo los valores concretos de los datos, resulta
c=44°146;A=82°08; B =6322.9
Donde ¢ = 44° 14.6’ = 4,920.40 km.

Por otra parte, el rumbo inicial es R; = 82° 08’ en notacion circular o, lo

gue es lo mismo que R; = 82 08’ NE. en notacion cuadrantal.

Por dltimo, el rumbo final es Ry = 180° — B = 116° 37.1’ en notacion

circular o, lo que es lo mismo, R; = 63° 22.9’ SE en notacién cuadrantal.

Alternativa: este problema puede ser resuelto mediante las analogias de

Neper.

(A—Bj (a—bj (A+Bj (a—bj
tan sen| =——— tan cos| ——
2 2 2 2

&) =) 5 =)
cot| — sen| —— cot| — Cos| ——
2 2 2 2
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A+B

=72°455'
resolviendo el sistema tenemos, A = 82° 08’ y B = 63°
A-B _ 090
—=9"225
2
23,
(a—b) (A—B)
tan ] sl
Para c: = despejando el lado c vy

c) A+B)’
tan| — sen
(Zj ( 2 j

sustituyendo los valores encontrados, tenemos ¢ = 44° 14.6'.

% NAVEGACION CASO 2: conocidos origen, rumbo y distancias a

recorrer®,

Un avion vuela sobre un punto A de coordenadas geografica (lat. 17°
12’ S, long. 8° 45’ E.), siguiendo un arco de circunferencia maxima. Si
el rumbo inicial es R; = 330° 15’, hallar las coordenadas del punto B
gue sobrevuela cuando haya recorrido 10,315.64 km, asi como el

rumbo en ese instante.
Solucioén:

El punto de origen estad en el hemisferio Sur y, previsiblemente dado el
rumbo y la distancia recorrida, el de destino esta en el Norte. Por tanto, se
considera un triAngulo esférico ABC, donde C representa el polo norte, A

el punto de origen y B el de destino.

*® Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.288.
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o b=90+1at.|A]

Dado que se viaja hacia el Oeste (pues el rumbo en notacion circular es
mayor que 180°), se tiene A = 360° — R;. Ademas, dado que el punto de

origen estd en el hemisferio sur, se tiene que ¢,<0 y entonces

b =90° +|qu| . Se tiene las siguientes correspondencias.
A =360°-R;=29°45"

b=90° -, =90° +|p,| =10712

.c =10,315.64 km = 90° 50’: arco recorrido.

C = DLo = |45 —4,|: incremento de longitud.

Entonces:

cos a = sen([p,|)cos c+cos(|lat.Al)sen ¢ cos R,

tan B= —sen R
—tan (|g,|)sen c—cos(R;)cos ¢
an C — sen(AA)

cotccos g, —sen(|p,|)cos R,
Despejando se obtiene:
.a=32°32.7;B=118°13;C=67°6.9’
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Como a <90, se deduce que B esta en el hemisferio Norte. En concreto, la
Lat. =90° —a=57°27.3 N,

Como el punto de origen A esta en el hemisferio Este, en las siguientes

operaciones se toma su longitud como una cantidad positiva. Por tanto,

Ay =, +Adl=1,—-C=-58°21.9", esto es B esta en el hemisferio Oeste y

tiene por longitud. A; =58°21.9W .

Por dltimo, como se navega hacia el Este, el rumbo final en notacidon
circular es igual a B mas dos rectos. Esto es, R; = 298° 13’, o de forma
equivalente, R; = 61° 47° NW en notacién cuadrantal.

< NAVEGACION CASO 3: corte con el Ecuador®®,

Un avion se encuentra a media noche sobrevolando Rio de Janeiro
(22° 54’ S, 43° 12’ W) y su rumbo es de 277° 45.5'. si se desplaza por
un arco de circunferencia maxima con una velocidad de 800 km/h, ¢a
gué hora cruzara el ecuador? ¢con que longitud lo hara? ¢Cudl sera

su rumbo en ese momento?

Solucién:

Se considera el tridngulo esférico que tiene por vértices A (Rio), B (punto
de corte con el Ecuador) y C (punto de corte del meridiano de Rio con el
Ecuador). El triangulo ABC es rectangulo en C y se conocen un cateto (b,
latitud de Rio) y el &ngulo no opuesto (A, que depende del rumbo inicial).

Por tanto, su resolucién se encuentra en caso V del tema 1.3

*' Rodriguez Acros A. (2012) Trigonometria plana y esférica con aplicaciones a la
navegacion, paraninfo S.A., Espafia, p.290.
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Los datos son,

Lat. A=22°54"S, Long. A=43°12"W, R;=277°45.5".

b=|p,|=22°54" , A=360° - R =82°14.5".

Para saber a qué hora cruzara el Ecuador, hace falta conocer la distancia
a recorrer, en este caso la hipotenusa c, para calcular la longitud a la que
corta el Ecuador, hace falta calcular el cateto a, por ultimo, para calcular
el rumbo en ese instante, hace falta calcular el angulo B. A partir del
pentagono de Neper se resuelve de forma directa, cuyos datos son b, A,

resulta:

.senb =tan acot A; cos A =tan b cot ¢c; cos B =cos b sen A.

Utilizando la relacion existente entre lat. Ay b, y entre R; y A, esta formula

se transforma en:

_tanb _tanjp,|

tana =-sen|p,|tan R tan c
cosA cosR

cos B=-cosg, senR
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Lo que hace innecesario calcular explicitamente a y A. sustituyendo los

datos, se obtiene que

C=72°16.6"=8,038.06 km. A =7042'2 B=24°6.7

. . C
Para calcular el tiempo t empleado, se tiene en cuenta que t =—, donde v
v

es la velocidad. Como la velocidad viene dada en km/h y la distancia se

ha obtenido en kilbmetro, entonces:

=& _803806 kM 4648 h—10n 2min 1.27seg

v 800 k/h

Dado que el momento inicial es medianoche, la hora de paso por el
Ecuador son las 10 de la mafana y 2 minutos, con 1.27 segundos

aproximadamente.

Para hallar el incremento de longitud, se tiene en cuenta que a=|DLy| vy,

dado que se viaja hacia el Oeste, DL,=70°42'W. En definitiva, la

longitud de B es
Ay =, +DL,=113°542' W

Por ultimo, el rumbo final R; se obtiene a partir del complementario de B.
Esto es,

Rf = 65°53.3' NW =249°6.7".
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CONCLUCIONES



Tras la investigacion realizada concluimos en varios topicos

relevantes:

En el primer capitulo definimos el concepto de trigonometria,
trigonometria plana y algunas propiedades, asi como también una breve

definicion de la trigonometria esférica.

Describimos en el capitulo 1 los aspectos de la geometria sobre la
superficie de una esfera, el concepto de: triangulo esférico, triangulo
esférico oblicudngulo, las soluciones alternas de los triangulos esférico
oblicuangulos, el método del angulo auxiliar en los triangulos esféricos, el
método de la ecuaciéon de 2do grado y la resolucién de triangulos

esféricos rectangulos.

Establecimos que el estudio de la superficie de una esfera esta descrita
por: la circunferencia maxima y circunferencia minima, los polos, los
angulos o husos esférico, la distancia esférica, el triangulo esférico, el
area de los poligonos esféricos, las propiedades de los triangulos

esféricos, el exceso esférico y los triangulos esféricos polares.

Otro de los subtemas que abordamos fue la resolucion triangulos esférico
oblicuangulos, en el que se expuso: la ley del seno esférico, la altura
esférica, la ley de los cosenos esférico, la ley de la relacion cotangente-
seno, las funciones del angulo y lado mitad, las analogias de Gauss o
D’Lambre y John Neper, la funcion semisenoverso, el método del angulo

auxiliar y el método de la ecuacién de 2do grado.

Otro subtema que se sefial6 fue el triangulo esférico rectangulo, en el que
expusimos: cuatro grupos de formulas que da solucién a los triAngulos
esféricos rectangulos, las propiedades fundamentales de los triAngulos
esféricos rectangulos, las leyes de los cuadrantes, las reglas del

pentagono de Neper, la resolucion de triangulos esféricos rectilateros y la
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descomposicion en triangulos esféricos rectangulos (es decir el método

del perpendiculo).

Concluimos el primer capitulo realizando un analisis de las distintas

técnicas y métodos para resolver un triangulo esférico.

El segundo capitulo resalté la importancia de la navegacion ortodrémica
basada en la resolucion de triangulos esféricos, donde se expuso: los
elementos basicos de la navegacion ortodromica, la navegacion a lo largo
de un paralelo, la navegacion en un plano, la navegacién por latitud media

y la navegacion a lo largo de una circunferencia maxima.

Otros subtemas que abordamos del capitulo dos son: la longitud de un
arco de circunferencia, la latitud, los meridianos, los paralelos, la derrota o
ruta, la derrota ortodromica, el rumbo, la distancia ortodromica, la
distancia y velocidad, la diferencia de longitud, el apartamiento y el

camino mas corto para viajar entre dos puntos.

Concluimos en el capitulo dos, que la definicion de los conceptos
asociados a la navegacion y relacionados a la trigonometria esférica, dan

como resultado la navegacién ortodromica.

Finalmente, concluimos el capitulo tres exponiendo los casos didacticos
de la aplicacion de la trigonometria esférica en la navegacion ortodromica,
como son: la diferencia de longitudes y distancias, los rumbos y
distancias, la navegacion a lo largo de un paralelo, la navegacion en un
plano, la navegacién por latitud media, la navegacion a lo largo de una
circunferencia maxima y los tres casos fundamentales de la navegacién

ortodrémica.
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Recomendaciones para la ensefianza de la navegacion ortodromica.

Hacer uso o aplicar los programa o softwares de navegacion en los

laboratorios de informatica de los centros académicos.

La habilitacion de un aula virtual, estimada para los fines de practicas

de navegacion ortodrémica de forma maritima o aeronautica.

Las préacticas fisicas o reales en cruceros de instruccion y viajes a

torres de control aéreo, orientadas al uso de la navegacion ortodromica.

Las bibliotecas deben contar con mayor contenido de literatura en

formato fisico y digital.

Las escuelas, academias y universidades, que proporcionan esta
ensefianza como asignatura en su pensum, debe contener un minimo de
8 horas tedricas, 8 horas de practica didacticas, 4 horas de practicas

virtuales y 4 horas de practicas fisicas.
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L X4
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GLOSARIO

Analogia, semejanza general entre dos métodos. Se emplea para indicar

los resultados de un problema a partir del resultado de otro.

Circulo inscrito, circulo tangente a todos los lados de un poligono

convexo.

Circunscrita, figura geométrica en torno a otra, la cual queda encerrada

en la primera.
Geometria, es el estudio de las propiedades de las formas y del espacio.

Esfera, superficie cerrada constituida por el conjunto de puntos del
espacio que esta a una distancia dada, el radio r, de un punto dado, el

centro.

Huso, Parte de la superficie esférica limitada por dos semicirculos

maximos que tienen extremos comunes.

Ortogonal, (curvas) Dos curvas son ortogonales si se cortan formando un

angulo recto.

Trigonometria, es la rama de la matematica que se utiliza en cartografia
y navegacion, asi como en toda la aplicacién de la matematica que se
refieran a las relaciones entre longitudes de lados de triangulos y sus

angulos, y en el analisis de movimiento ondulatorios.

Superficie, conjunto de puntos que se extiende en dos dimensiones.

Puede ser plana o curva, finita o infinita.
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INTRODUCCION

El presente anteproyecto expone los detalles para llevar a cabo una
investigacion bajo el titulo “Estrategias de Aplicacién de la Trigonometria

esférica en la Navegacion Ortodromica”.

La navegacion maritima, es el arte y la ciencia de manejar una embarcacion con
eficiencia y responsabilidad desde su punto de salida hasta su punto de llegada.
La navegacion maritima se clasifica en: Navegacion Ortodrémica, Navegacion
Loxodrémica, Navegacion por Estima, Navegacion Costera, Navegacion
Astronémica, Navegacion Electrénica y Navegacion Inercial. Este anteproyecto
centra su atencion en la navegacion ortodromica, donde a continuacién
observaremos breve definiciones de cada uno de estos tipos de navegacion.

Como son:

La Navegacion Ortodromica, es la que sigue la distancia mas corta entre dos

puntos sobre la superficie de la esfera.

Navegacion Loxodrémica, es la que recorre un mismo rumbo cortado por todos

los meridianos con un mismo angulo.

Navegacion Costera, esta usa las técnicas de posicionamiento basada en la

observacion de demoras y distancias a puntos notables de la costa.

Navegacion Astronémica, esta se basa en las técnicas de posicionamiento de

las estrellas y los demas cuerpos celestes.

Navegacion Electrénica, esta determina la posicion basada en la ayuda obtenida
por los sistemas GPS y GLONASS.



Navegacion inercial, esta utiliza las técnicas de datos ofrecidos por

acelerémetros y/o giroscopios.

El anteproyecto estd estructurado por dos capitulos, el primero expone los
elementos de la trigopnometria esférica, que se aplican a la navegacion

ortodromica.

El segundo capitulo, expone los aspectos basicos o esenciales de la navegacion

ortodromica.

La importancia de la navegacion ortodromica, radica en mostrar al navegante de
los mares y océanos, una técnica para trasladarse y situarse en cualquier punto

de la superficie terrestre.

Este trabajo de investigacion pretende mostrar al navegante y docente, la
naturaleza en que sustenta la navegacion ortodrémica y sefialar un enfoque

analitico de su aplicacion.



1.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En la presente investigacion se pretende dar a conocer los elementos de
la trigonometria esférica y como se aplican en la navegacion ortodromica.
De esta manera se muestra la utilidad que tiene la trigonometria esférica
en la navegacion ortodromica. En esta investigacion se plantean las

siguientes interrogantes:

a) ¢Cuales elementos, propiedades y leyes forman parte de la

trigonometria esférica?
b) ¢Cuales son los elementos inciden en la navegacion Ortodromica?

c) ¢Cuales aplicaciones tiene la trigonometria esférica en la navegacion

ortodrémica?

OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

Mostrar las Aplicaciones de la Trigonometria Esférica en la Navegacion

Ortodrémica.

2.1 OBJETIVO ESPECIFICO DE LA INVESTIGACION

Describir los elementos, propiedades y leyes que forman parte de la

trigonometria esférica.
Conocer elementos que inciden la navegacion Ortodrémica.

Mostrar las aplicaciones que tiene la trigonometria esférica en la

navegacion ortodromica.



3. JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

Esta investigacion contribuir a mostrar los conocimientos de la
trigonometria esférica y sus aplicaciones en el campo de la navegacion
ortodrémica, basados en un contexto de resoluciones de triangulos
esféricos. Indicando al docente y navegante la importancia, y la utilidad de

la trigonometria esférica en la navegacion ortodrémica.

Ademas, busca dar un enfoque de la navegacién maritima en ausencia de
instrumentaciones electronicas como GPS, GLONASS,
ACELEROMETROS, GIROSCOPIOS y Cartas Nauticas, donde se
mostrara un aspecto geométrico y analitico de la navegacion sobre la

superficie de la esfera terrestre.

4. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Para la presente investigacion se consultd a: Grupo Nautica-RD, la
Escuela de Marineria de la A.R.D., el Departamento de Navegacion
Maritima y la Bibliotecas de la Academia Naval de la A.R.D., como
resultado de estas consultas se obtuvieron las siguientes respuestas:

- Grupo Nautica-RD: “Conocemos el tema, pero aqui en RD no

disponemos de esa informacién”. 14-sep-2016.

- Escuela de Marineria Mercante de la A.R.D.: “Solo se prepara el
personal para actividades de navegacion y manejo de la instrumentacion
electrénica, hasta el momento este tipo de conocimiento no es impartido

por esta escuela”. 15-sep-2016.

- Biblioteca de la Academia Naval de la A.R.D.: No se encuentra

investigacion, tesis o libro que trate sobre el tema. 16-sep-2016.

- Departamento de Navegacion Maritima de la A.R.D.: Se maneja con

mas relevancia los aspectos de la navegacion costera. 16-sep-2016.



5. MARCO DE REFERENCIA.

5.1 Latrigonometria esférica.

5.1.1

5.1.2

5.1.3

5.1.4

5.1.5

La geometria sobre la superficie de una esfera.
Distancia Esférica.

Tridngulos esféricos oblicuangulos.

Triangulos esféricos rectangulos.

Descomposicion de un triangulo esférico oblicuangulo.

5.2 La navegacion ortodrémica.

5.2.1

5.2.2

5.2.3

524

5.2.5

5.2.6

5.2.7

5.2.8

Ortodromica.

Distancia ortodrémica o derrota.
Meridianos.

Paralelos.

Latitudes.

Rumbo y Distancias.

Navegacion a lo largo de un paralelo.

Navegacion a lo largo de una circunferencia maxima.



6. ESQUEMA TEMATICO

Presentacion
Dedicatorias y agradecimientos
Indice

Introducciéon

CAPITULO |
LA TRIGONOMETRIA ESFERICA

1.1 Definicion de conceptos.
1.2 Geometria sobre la superficie de una esfera.
1.2.1 Circunferencia maxima y minima.

1.2.2 Angulo esférico, huso esférico, triangulo esférico y poligonos

esféricos.
1.2.3 Propiedades de los triangulos esféricos.
1.2.4 Exceso esférico segun los lados y los angulos
1.2.5 Incentro y Circucentro.
1.2.6 Triangulo esférico polar.
1.3 Tridngulos esférico oblicuangulos.
1.3.1 Ley de los senos esféricos
1.3.2 Ley de los cosenos esféricos segun los lados y los angulos.

1.3.3 El angulo mitad.



1.3.4 Semilado.

1.3.5 Larelacion seno-coseno.

1.3.6 Relacion Cotangente-seno.

1.3.7 Analogia de Gauss-D’Lambre.

1.3.8 Analogia de John Neper.
1.4 Triangulo esférico oblicuangulo (soluciones alternas)
1.5Método del &ngulo auxiliar.

1.6 Método de la ecuacion de 2do grado.

1.7 Tridngulos esféricos rectangulos.
1.7.1 Propiedades de los triangulos esféricos rectangulos
1.7.2 Reglas del pentagono de Neper.
1.7.3 Descomposicion de un triangulo esférico.

1.7.4 Método del perpendiculo.

CAPITULO Il

LA NAVEGACION ORTODROMICA

2.1Elementos bésicos de navegacién ortodrémica.

2.1.1 Concepto de longitud, latitud, meridiano, ruta o derrota, paralelo,

derrota ortodrémica.
2.1.2 Rumbo y distancias.

2.1.3 Rumbo inicial y rumbo final.



2.1.4 Distancia ortodromica.
2.2Navegacion a lo largo de un paralelo.
2.3Navegacion por latitud media.

2.4Navegacion a lo largo de una circunferencia maxima.

CAPITULOQO Il

APLICACION DE LA TRIGONOMETRIA ESFERICA EN LA NAVEGACION
ORTODROMICA

3.1Casos didacticos de la aplicacion de la trigonometria esférica en la

navegacion ortodromica.

Conclusion.

Recomendaciones.

Glosario.

Bibliografias.

Anexos.

3 RECURSOS DISPONIBLES
- Recopilacién documental.
- Reuvision bibliogréfica.

- Software: GeoGebra - Dynamic Mathematics for Everyone.; MathType -
Design Science, Inc.; Maplesoft, Inc.; Autodesk, AutoCAD, Inc. All rights

reserved.
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4 TIPO DE INVESTIGACION
Exploratoria.
5 CRONOGRAMA DE TRABAJO

Este Proyecto se pretende realizar en un periodo de tres a cuatros meses,

iniciando en septiembre y finalizando en noviembre o diciembre del 2016.

2016
MES SEPTIEMBRE | OCTUBRE | NOVIEMBRE | DICIEMBRE
1 | ACTIVIDADES 1/2|3(411(23|41(2|3|4]1(23 |4

ISEMANAS

2 | Presentacion del
proyecto de
investigacion.

3 | Investigacion
bibliografica.

4 | Recoleccion de la
informacioén tedrica.

5 | Analisis de la
informacion.

6 | Sintesis de la
informacioén tedrica.

7 | Elaboracion del
informe final.

8 |Presentacion del
trabajo de
investigacion.
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