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INTRODUCCION

Las nociones de convergencia y continuidad juegan un rol central en el Analisis

Matematico.

Los espacios métricos permiten extender a un contexto abstracto las nociones y
resultados fundamentales del Analisis Matematico clasico relativos a las

nociones fundamentales de convergencia y continuidad.

En este trabajo de tesis centramos nuestra atencion en el estudio de los
espacios métricos completos, y en particular, algunas de las aplicaciones del
Principio de Aplicaciones Contraidas. Lo que nos condujo a plantearnos el
siguiente tema de investigacion “Aplicaciones del teorema del punto fijo de

Banach al analisis matematico”. En el mismo nos planteamos dos objetivos:
1. Profundizar en el estudio de los espacios métricos completos.

2. Mostrar las aplicaciones al Analisis Matematico y a las Ecuaciones
Diferenciales de uno de los resultados mas relevantes que se tiene en estos

espacios:

El Teorema del Punto Fijo de Banach o Principio de Aplicaciones Contraidas,

como también se le conoce.

OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
Objetivo general

Realizar un estudio de los espacios meétricos completos y aplicaciones del

teorema del punto fijo de Banach.
Objetivos especificos:

En el mismo proponemos el estudio de los siguientes aspectos:
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a. Conceptos y resultados fundamentales de la teoria de los espacios métricos.
b. Sucesiones de Cauchy.

c. Ejemplos de espacios métricos completos y de espacios que no lo son.

d. Extension de una funcién uniformemente continua.

e. Completamiento de un espacio métrico.

f. Teorema del punto fijo de Banach.

g. Aplicaciones del teorema del punto fijo de Banach.

JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

Con este trabajo pretendemos poner en manos de los estudiantes de la maestria
en Matemética Superior de UNAPEC, asi como de los estudiantes de maestria
en Mateméatica Pura de otras universidades del pais, un material de consulta

para la asignatura de Topologia que aparece en los programas de maestrias.

MARCO DE REFERENCIA

La tesis consta de tres capitulos. En el capitulo | damos algunos elementos
basicos de la Teoria de los Espacios Métricos. En el capitulo Il centramos
nuestra atencion en los espacios métricos completos. Finalmente, en el capitulo
lll se ven tres aplicaciones del Principio de Aplicaciones Contraidas al Anélisis y
a las Ecuaciones Diferenciales.



CAPITULO |

ELEMENTOS BASICOS DE LA TEORIA DE LOS ESPACIOS
METRICOS

DEFINICION 1

Sea X un conjunto. Una funcién d: X x X - R* se llama métrica o distancia

sobre X, si verifica los axiomas siguientes: si x,y,z € X.
(D) dx,y)=0ex=y

(D2) d(x,y) = d(y,x)

(D3) d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y) (Desigualad Triangular).

Para x,y € X, el numero d(x,y) se llama distancia entre x e y. Al par (X,d) se le

llama espacio métrico, y a los elementos de X, puntos del espacio.
OBSERVACION 1

En lo adelante hablaremos de una métrica d sobre X, cuando en realidad d es

una funcién definida sobre el producto cartesiano X x X.
EJEMPLO 1

Sea X un conjunto arbitrario, X # @. Entonces la funcién d: X x X - R, definida

por

1 Si X#Y
d(x,y):{o six=y

es una meétrica sobre X llamada métrica discreta. Todo conjunto puede

proveerse de esta métrica.
A lo largo de este trabajo, K = R o C.
EJEMPLO 2

Sea 1< p<+w. Cada una de las funciones siguientes define una métrica sobre

KN:



d,(x,y)=max{x -y, :k=12..N}
N

dp(x’ Y): [Zxk - Ykpjll/p
k=1

donde X =(X, X, Xy ) Y = (V11 Voo Yy )€ KN

La métrica d, se llama distancia del supremo o distancia uniforme, y d, es
la métrica euclideana.

OBSERVACION 2

(a) Noétese que para todo 1< p <+ y cualesquiera sean x,y € R", se tienen las

desigualdades

d,(x,y)<d,(xy)<N""d,(x,y) 1)

(b) Cuando N =1, las métricas d, y d, coinciden con la distancia usual en K

d.(xy)=x-y,xyeK.

EJEMPLO 3
Sea X un conjunto arbitrario, X #¢. En lo que sigue, B(X,K) denota el

conjunto de todas las funciones acotadas f: X — K. La funcién

d,(f,g)=sup|f(x)-g(x), f,geB(X,K)

xeX

define una distancia sobre B(X,K) llamada distancia del supremo o distancia

uniforme.

En todo lo que sigue, supondremos a B(X,K) provisto de la métrica d,, .



OBSERVACION 3

Con las operaciones usuales de adicion de funciones y producto de una funcién

por un escalar, B(X,K)es un espacio vectorial sobre K.

EJEMPLO 4

Sea lg = B(N, K), es decir, |°; es el conjunto de todas las sucesiones acotadas

en K. Luego, la funcion

d,(x y)= SUp|, = Y. @)

donde X=(X, X, X3, . ), Y =(¥1. Y21 Vs, ) €] ., €s una distancia sobre |, .
EJEMPLO 5

Sea 1< p<+w . Denotemos por|£ el conjunto de todas las sucesiones

x={x - eK tales que i\xk\p <. Lafuncién
k=1

N Yp
d,(x, y)(Zxk - ykpj , ®3)

k=1
donde X=(X, X, X;-. ), Y=(¥1, Y2 V... )€ ., define una distancia sobre |, . En
lo adelante, consideramos a |f<’ provisto de la distancia (3).

EJEMPLO 6

Sea 1< p<+x. Por C([a,b] K) denotamos el conjunto de todas las funciones

f :[a,b]— K continuas. La funcion

d (f, g)(j:f(x)—g(x)pdle/p, f, gec([ab] K),

define una distancia sobreC([a,b] K). Denotaremos por C,([a,b}K) a

C([a,b] K) provisto de la métrica d_, .



La definicidon siguiente nos provee de una gran variedad de espacios métricos a

partir de otros ya dados.

DE FINICION 2
Sea (X, d) un espacio métrico, A c X. Entonces la métrica
dy: AXA - R, dy(x,y) =d(x,y)

se llama métrica inducida por d sobre el subconjunto A de X y (4,d,) se llama

subespacio métrico de X.
En lo que sigue denotaremos la métrica inducida sobre A por la misma letra d.
EJEMPLO 7

Sea C([a,b] K)c B([a,b], K). Luego, provisto de la métrica inducida por la métrica
del supremo, C([a,bljK)es un subespacio métrico de B([a,b]K)que

denotaremos en lo adelante por C_([a,b], K).

EJEMPLO 8

Sea ¢, el subconjunto de |°; constituido por todas las sucesiones convergentes
en K. Es claro que ¢, cl¢. Con la métrica inducida por (2) sobre c,, este Gltimo
es un subespacio métrico de | .

EJEMPLO 9

Sea ¢, el subconjunto de ¢, constituido por todas las sucesiones convergentes

a cero. Es claro que ¢, cc.. Con la métrica que hereda de ¢, C,,€s un

subespacio métrico de c, .



EJEMPLO 10
Sean C(X,,d,),i=12..N, espacios métricos. En el producto cartesiano

X=X, xX,x..x X, las funciones

. 12
d,'(x, y)z(izzl:di(xi’ Yi )2] ’
d,'(x,y)=sup{d,(x, y,):i=12,3,., N},

dy(x, y)= iZi:di (% ¥i )

donde Xx=(X, X, X, ... ) Y=Y, ¥,, ¥s, ... )€ X, definen métricas sobre el producto
cartesiano X =X, x X, x...x X, que generalizan las respectivas métricas d2,
d,,d_ y d, en RY consideradas en el Ejemplo 2, al igual que ocurre en R", en

este caso se tienen las desigualdades:

Una clase muy importante de espacios métricos la constituye la clase de los

espacios normados.
DEFINICION 3

Un espacio vectorial sobre K es un conjunto X, cuyos elementos se llaman

vectores, y en el cual se han definido dos operaciones, adicion:
XxX =X, (X,y)>x+y,

y producto por un escalar:
KxX —> X,(/I,x)—>lx

gue satisfacen las propiedades siguientes:

Paratodo x,y,z€ X, «, 5,4 € K se tiene:

(EV1) x+y=y+x

(EV2) x+(y+2z)=(x+y)+z. X+(y+2z)=(X+Yy)+z



(EV3) X, contiene un vector 0, unico, llamado vector nulo u origen de X, tal que

X+0=x.

(EV4) A cada xe X le corresponde un anico vector —X, el opuesto de X, tal que
x+(—x)=0.

(EV5) A(x+ y)Ax+ Ay.
(EV6) (a+ B)x = ax+ px.

(EV7) a(px)=(ap)x

(EV8) Ix=x.

DEFINICION 4

Sea X, un espacio vectorial sobre K. Una funcién|-|— R,, x> |x/se llama

una norma si cumple:

(N1) [x|=0=x=0.

(N2) [Ax=|A/[x|, WxeX, VieK.

(N3) [x+y|<|x +]y,Vx,y e X.

y

El par (X, H) se llama espacio normado. El nimero real no negativo |x| IIx|

se llama norma de X.
PROPOSICION 1

Sea (X, H) un espacio normado. La funcién

d:XxX—> R,, d(xy)=[x-y|, es una métrica sobre X que posee las

propiedades siguientes:

(i) d(x+2z, y+z)=d(x,y), VxyeX (Invarianza por traslaciones).

(i) d(Ax, 2y)=|Ad(x,y), V¥x,yeX, AeK (Homogeneidad por homotecias).
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Observacion 4

De acuerdo con la Proposicion 1, una condicion necesaria para que una métrica
sobre un espacio vectorial provenga de una norma, es que satisfaga las
propiedades de invarianza por traslaciones y de homogeneidad por homotecias.
Como muestra la proposicion siguiente, que la métrica satisfaga estas

propiedades es también condicidn suficiente para que se obtenga de una norma.
PROPOSICION 2

Sea X un espacio vectorial sobre K y d una métrica sobre X que satisface (i)
y (ii) de la Proposicion 1. Entonces la funcién | -|— R, definida por HxH:d(x,O),

es una norma sobre X que cumple:

d(x y)=d(x-y,0)=[x—y

, VX, y € X.

OBSERVACION 5

En los ejemplos del 2 al 9, los conjuntos dados, con las operaciones usuales de
adicion y producto escalar que en ellos se definen, tienen estructura de espacio

vectorial y las distancias consideradas sobre ellos provienen de normas.

DEFINICION 5

Sean (X,d), (X',d") dos espacios métricos. Una funcién f: X —» X’ se llama una

inmersion isométrica si cumple

d'(f(x), f(y)) =d(x,y),Vx,y €X.

Si ademas, f es sobreyectiva, entonces se dice que f es una isometria de X
sobre X '. Dos espacios métricos se llaman isométricos, si existe una isometria

de uno sobre el otro.



OBSERVACION 6

Las isometrias son los isomorfismos de la estructura de espacio métrico. Dos
espacios métricos isométricos son indistinguibles desde el punto de vista de las

propiedades métricas.

DEFINICION 6

Dos métricas d yd' sobre un conjunto X se llaman semejantes, si existen

nameros reales k, k' > 0 tales que para todo x,y € X se tiene
d(x,y) <k'd'(x,y),d (x,y) < kd(x,y).
DEFINICION 7

Sea (X,d) un espacio métrico,x e X y 0 <r < +o. Se llama bola abierta de

centro x y radio r, al conjunto
B(x,r) ={y e X:d(x,y) <r}
Se llama bola cerrada de centro x y radio r, al conjunto
Blx,y] ={y € X:d(x,y) <1}
El conjunto
E(x,r) ={y € X:d(x,y) =7} = Blx,r]\ B(x,7),
se llama esfera de centro x y radio r.
OBSERVACION 7

Como veremos, las bolas abiertas juegan un papel fundamental en la teoria de

los espacios métricos.

DEFINICION 8

Sea (X, d) un espacio métricoy A c X. Entonces
6(A) = sup{d(x,y):x,y € A}

se llama diametrode AsiA+= @y §(@) = 0.

A se dice acotado si §(4) < +oo.
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OBSERVACION 8

El concepto de conjunto acotado no depende tanto de la métrica particular d
como puede parecer. En efecto, un subconjunto acotado en (X,d) es acotado

respecto a toda métrica d' semejante a d.

DEFINICION 7

Sea (X, d) un espacio métrico, A,B c X,A, B # @. Entonces
d(A,B) =sup{d(x,y):x € A,y € B}

se llama distancia entre el conjunto Ay el conjunto B.

Si x € X, se llama distancia entre el punto x y el conjunto B, al valor

d(x,B) = d({x},B) = sup{d(x,y): y € B}.

PROPOSICION 3

Sea (X,d)un espacio métrico y Ac X, A=¢. Entonces, para todo x,ye X se

tiene
d(x, A)—d(y, A)<d(x,y)

Demostracion.
Para todo z € Ase tiene

d(x,z)<d(x,y)+d(y,2). (4)
Tomando infimo en z € Ase obtiene

d(x, A)<d(x,y)+d(y, A),
o0 sea

d(x, A)—d(y, A)<d(x,y). (5)
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Intercambiando x e y en (2) se obtiene

d(y, A)—d(x, A)<d(x,y). (6)
De (5) y (6) se obtiene la desigualdad deseada.
OBSERVACION 9
Si ze X, de (4) se obtiene la desigualdad
d(y,z)—d(x,z)<d(x,y).
Luego, se tiene
d(x,z)-d(y,z)<d(x,y), Vvxy,zeX. (7)

Pasemos a ver la extension a espacios métricos de la primera de dos nociones

fundamentales del andlisis clasico que veremos: la de convergencia.

DEFINICION 10

Sea (X,d)un espacio métrico y {xn}una sucesion de puntos en X . Se dice que

{x,}converge a xe X si
Ve>03NeN:
n>N=d(xx,)<e.

En este caso, también se dice que la sucesién es convergente y que X es un

limite de la sucesién {x, }. Para indicar esto ultimo, escribiremos

X, = X 0 lim x, =X

n

PROPOSICION 4

En un espacio métrico (X,d)una sucesién convergente posee un Unico limite.
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Demostracion.
Supongamos que x',X"'e X son tales que
limx =x"y limx, =x".
Para cada >0 existen N',N"eN tales que
n>N'=d(x,x,)<g/2
n>N"=d(x",x,)<é&/2.

Sea N=nmax{N',N"}. Entonces, para todo n>N se tiene, aplicando la

desigualdad triangular, que
d(x',x")<d(x', x)+d(x, x")<g+§=g.

De la arbitrariedad de & >0, se concluye que,d(x’,x"*)=0. Luego x'=Xx".

OBSERVACION 10

() La métrica d permite reducir el problema de convergencia de puntos en un

espacio métrico X a un problema de convergencia de numeros reales:

X, > x en X &d(xx,)—0.

Mediante la distancia hemos subordinado el concepto abstracto de acercamiento

entre dos puntos de X al, ya conocido, acercamiento entre dos nimeros reales.

(b) Sea {xn}una sucesion en el espacio métrico (X,d)y xe X. Que la sucesion
{xn}converge a X en (X,d) no depende tanto de la métrica particular d. En
efecto, se tiene que X, — xrespecto a toda métrica d' sobre X semejante a

d.

Consideremos ahora el segundo concepto fundamental del Andlisis: la
continuidad. Su definicién para espacios métricos es una generalizacion directa

de la definicion para funciones reales de una variable real.
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DEFINICION 11

Sean (X,d),(Y,d") espacios métricos. Una funcién f:X —Y se llama continua
en el punto ae X si

Ve>036>0:
xeX,d(x,a)<s=d'(f(x) f(a))<e.
OBSERVACION 11

(a) Toda inmersion isométrica, en particular toda isometria, es una funcion

continua en todo punto del espacio de partida.

(b) La Proposicion 1 muestra que para todo subconjunto no vacio A de un
espacio métrico (X,d), la funcion f:X — R definida por f(x)=(x,A) es

continua en todo punto ae X .

La proposicion siguiente es evidente. En ella se caracteriza la continuidad de

una funcién en un punto en términos de bolas abiertas.

PROPOSICION 5

Sean ((X,d),(Y,d') espacios métricos y f:X —Y una funcién. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f escontinuaen el punto aeX.

(i) Para todo £>0 existe un numero real §>0 tal que la imagen directa de la

bola B(a,5)c X esta contenida en la bola B(f(a),¢), es decir,
f(B(a,5)) < B(f (a), ).
(iii) Para todo & >0 existe un numero real §>0 tal que la imagen reciproca por

f de la bola B(f(a)s)cY contiene a la bola B(a,d)c X, es decir,
f*(B(f(a)&)) > B(a,e).

La caracterizacion (iii) en la proposicion 5 motiva la definicion siguiente:
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DEFINICION 12

Sea (X,d)un espacio métrico y ae X . Se dice que V < X es una vecindad de
a, 0 que a es un punto interior de V, si existe un numero real 6>0 tal que
B(a,8)cV.

PROPOSICION 6

Toda bola abierta B(a,r) en un espacio métrico (X,d)es vecindad de cada uno

de sus puntos.
Demostracion.

Si  xeB(ar), entonces d(x,a)<r. Veamos que B(x,6)cB(ar) con
5=r—d(x,a)>0. En efecto, si yeB(x,&) se tiene

d(y,a)<d(y,x)+d(xa)<r—d(x,a)+d(x,a)=r.

En lo que sigue, por V(a) denotamos el sistema de vecindades de un punto a.

La proposicidn siguiente es evidente, en ella se dan las propiedades elementales

de las vecindades en un espacio métrico.

PROPOSICION 7

Sea (X,d) un espacio métrico y ae X . Entonces se cumple:

(i) VeV(a)=aeV.

(i) VeV(a)y VoV =V'eV(a)

(i) V,v'eV(a)=V NV'eV(a).

(iv) a,be X,a=b=3V eV(a)3aU eV(b):VNU =¢.

Con ayuda del concepto Vecindad, podemos simplificar la definicibn de una
funcién continua en un punto. En efecto, se tiene:

PROPOSICION 8

Sean (X,d)/(Y,d") espacios métricos y f:X —Y una funcién. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) f escontinuaen el punto aeX.
(iy f*(V)eV(a) paratoda v eV(f(a))

(iii) Para toda V eV/(f(a)) existe U eV(a) tal que f(U)cV.

OBSERVACION 12

Noétese que estas caracterizaciones ya no hacen referencia explicita a las

distancias d y d' sobre X e Y, respectivamente.

Vista la proposicion anterior, nos preguntamos si podemos también caracterizar
la nocidn de convergencia a través de vecindades. La respuesta es trivialmente

afirmativa:

PROPOSICION 9

Sea (X,d) un espacio métrico. Sea {x,juna sucesion en X y xe X . Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) x,>xen X.

(i) Para toda V eV(x) existe N € N tal que {x,:x>N}cV,

(iii) Para toda V eV(x) el conjunto {N € N:x, & V} es finito.

La propiedad de V <(x) de contener a casi todos los términos de cada sucesion
gue converge al punto X caracteriza a las vecindades de X en el sentido
siguiente:

PROPOSICION 10

Sea (X,d)un espacio métrico, xe Xy V < X . Entonces
V eV (x) < {existe{x,} tal que x, € X\ V, paratodon € Ny X, =X
La estrecha vinculacion entre las nociones de convergencia y continuidad se

precisa en el teorema siguiente.
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TEOREMA 1

Sean (X,d)(Y,d)espacios métricos y f:X —Yuna funcién. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f escontinuaen el punto ae X.
(i) f(x,)— f(a) en Y paratoda sucesién {x,} en X tal que x, »>a.

Hasta el momento solo hemos considerado la continuidad en un punto, no la

continuidad global, la continuidad sobre todo el dominio.

DEFINICION 13

Sean (X,d)(Y,d) espacios métricos. Una funcién f:X —>Y se llama

globalmente continua, o simplemente continua, si es continua en todo punto

ae X.

Para caracterizar las funciones continuas el concepto de vecindad no es
suficiente, debido a que se refiere a un punto en particular. Necesitamos el

concepto de conjunto abierto.

DEFINICION 14

Sea (X,d)un espacio métrico y Ac X .El conjunto de todos los puntos interiores
de A se llama el interior de A y se denota por A°.

Segln la Proposicién 6, toda bola abierta en un espacio métrico (X,d) es

vecindad de cada uno de sus puntos, por lo que coincide con su interior. La

coleccion de todos los subconjuntos de (X,d) con esta propiedad juega un papel

fundamental en Topologia General.
DEFINICION 15

Sea (X,d)un espacio métrico. Ac X se llama abierto, si A es vecindad de

cada uno de sus puntos.
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La proposicion siguiente nos ofrece una caracterizacion del interior de un

conjunto.

PROPOSICION 11

Sea (X,d)un espacio métrico yAc X . Entonces A’es el mayor abierto

contenido en A.

Las vecindades pueden caracterizarse a partir de los abiertos de la manera

siguiente:

PROPOSICION 12

Sea (X,d)un espacio métrico. Sea V < X y xe X . Entonces V es vecindad de
X siy solo si existe un abierto Ac X talquexe AcV.

A continuacion se dan las propiedades fundamentales de los conjuntos abiertos.
TEOREMA 2

Sea (X,d)un espacio métrico. Entonces se cumple
(A1) ¢, X son subconjuntos abiertos de (X,d).

(A2) Si A,A,.., A son abiertos en (X,d), entonces A NAN,...NA es abierto.

(A3) Si {A},_, es una familia de conjuntos abiertos, entonces U,_, A es abierto.

iel

La proposicion siguiente ofrece una caracterizacibon completa de los

subconjuntos abiertos.
PROPOSICION 13

Sea (X,d)un espacio métrico yAc X . Entonces A es abierto si y solo si A

puede representarse como union de bolas abiertas.
La caracterizacion de las funciones continuas por abiertos es la siguiente:
TEOREMA 3

Sean (X,d)/(Y,d') espacios métricos y f:X —Yuna funcién. Entonces las

afirmaciones siguientes son equivalentes:
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(i) f es continua.

(i) La preimagen de cada abierto en Y es abiertoen X .
DEFINICION 16

Sean (X,d),(Y,d') espacios métricos y f:X —Y una funcion. La funcién f se

llama uniformemente continua si para todo ¢£>0 existe 6>0tal que para
X, yeX:

d(x,y)<d=d'(f(x), f(y)<e
OBSERVACION 13

Es claro que toda funcién uniformemente continua es continua. Se puede ver

que, en general, el reciproco no es cierto.

EJEMPLO 11

En el inciso (b) de la Observacion 11 se hizo notar que para todo subconjunto no
vacio f de un espacio métrico (X,d)la funcion f:X —»R definida por
f(x)=d(x,A) es continua en todo punto ae X. Nétese que en realidad, como
consecuencia de la Proposicién 3, se puede concluir que la funcién f es

uniformemente continua.

DEFINICION 17

Sea (X,d)un espacio métrico yB< X . B se dice cerrado siB°=X\B es
abierto.

OBSERVACION 14

(&) Los conceptos conjunto abierto y conjunto cerrado no se excluyen
mutuamente: existen conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados. En un

espacio discreto todo subconjunto es a la vez abierto y cerrado.

Tampoco estos dos conceptos son exhaustivos, pues pueden existir
subconjuntos que no sean ni abiertos ni cerrados como muestran, por ejemplo,

los intervalos semiabiertos en R con la distancia usual.
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(b) De la definicion de conjunto cerrado se concluye que existe una dualidad
entre los abiertos y los cerrados de un espacio métrico. De todo enunciado
sobre conjuntos abiertos se deduce un enunciado dual sobre los conjuntos

cerrados.

Veamos a continuacion las propiedades fundamentales de los conjuntos

cerrados.

TEOREMA 4

Sea (X,d)un espacio métrico. Entonces se cumple:
(C1) ¢,X son subconjuntos cerrados de (X,d).
(C2) si C,,C,,...,C,son cerrados en (X,d), entonces C,UC, U...UC, es cerrado.

(C3) Si {C,}_, es una familia de conjuntos cerrados, entonces (,_, C, es cerrado.

iel

El teorema siguiente nos da la caracterizacién de los conjuntos cerrados por

sucesiones.

TEOREMA 5

Sea (X,d)un espacio métrico y B = X . Entonces las afirmaciones siguientes son

equivalentes:

(i) B escerradoen X.

(i) Si {xn}es una sucesion en B,xe X y X, — X, entonces x e B.

OBSERVACION 15

La importancia de los conjuntos cerrados, el interés en ellos, no esta en su
dualidad con los conjuntos abiertos, sino como muestra el teorema anterior, en

la propiedad de ser cerrados respecto a la operacion de paso al limite.
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PROPOSICION 14

Las bolas cerradas en un espacio métrico (X,d) son conjuntos cerrados.

DEFINICION 18

Sea (X,d)un espacio métrico yAc X, A=¢. Diremos que X es un punto
exterior de Asi XE(AC)O. El conjunto de puntos exteriores de A se denota por
Ext(A).

Diremos que X es un punto frontera de A si X no es un punto interior a A, ni
un punto interior a A°. El conjunto de puntos frontera de A se denota por 0A o
por Fr(A).

Diremos que X es un punto adherente de A si X no es interior a A°. El
conjunto de puntos adherentes de A se denota por A y se llama clausura de A
OBSERVACION 16

(a) Si xe A, entonces x es un punto interior de A o un punto frontera de A.

(b) Se tiene la inclusion Ac A.

El resultado siguiente constituye una caracterizacion de la clausura de un

conjunto.
PROPOSICION 15

Sea (X,d)un espacio métrico yAc X . Entonces A es el menor conjunto

cerrado que contiene a A.

DEFINICION 19

Sea (X,d)un espacio métrico yAc X . Diremos que A es denso en X si
A=X.

EJEMPLO 12

El conjunto Q de los numeros racionales es denso en R provisto de la métrica

usual.
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DEFINICION 20

Sea (X,d)un espacio métrico yAc X . Diremos que X es un punto de

acumulacién de Asi para todo numero real r >0 se tiene
B(x, N4\ {x}) # 0.

El conjunto de puntos de acumulacion de A se denota por A' y se llama

conjunto derivado de A.

Diremos que X es un punto aislado de A si X es un punto adherente de Ay

existe un namero real r >0tal que

B(x,r)N(A\ {x}) = @.
OBSERVACION 17
(&) Si x es un punto aislado de A, entonces xe A.

(b) Si xeA, entonces X es un punto aislado de A, o es un punto de

acumulacion de A.
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CAPITULO I
ESPACIOS METRICOS COMPLETOS

DEFINICION 21

Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion {X,} en X se dice que es una

sucesion de Cauchy siy solo si satisface la siguiente condicion, conocida como

condicion de Cauchy:

V,>0, 3N eN

nm>N=d(x,X,)<e

PROPOSICION 16

1. Toda sucesion convergente en (X, d)es de Cauchy.
2. Toda sucesion de Cauchy en (X, d) esta acotada.

3. Si la sucesion de Cauchy {x,} en (X,d) tiene una subsucesion {xnk}

convergente a un punto xe X , entonces {x,} también converge al punto X.

4. La imagen de una sucesion de Cauchy por una funcién uniformemente

continua es una sucesion de Cauchy.

Demostracion.

1. Sea x=Iim x,. Entonces, dado &>0 existe N e N tal que n> N implica que
d(x,, x)<&/2. Si ahora n,m> N entonces se tiene
d(x,, x,)<d(x,, x) +d(x, x,)<&/2+¢/2=¢.

Por lo tanto, {x,}es una sucesién de Cauchy.

2. Sea {x,} una sucesion de Cauchy y sea &=1. Entonces existe unN e W tal

que d(x,, x,)<1.

23



Sea M =sup{d(x, Xy ), d(X,, Xy )., d(xy_, %y b 1}. Luego, d(x,,%,)<M,VneN. Por
lo tanto, d(x,, x,)<d(x,, X )+d(X,, %, )<2M,¥n,meN. Se concluye que la

n!' 'm

sucesion {x, } esta acotada y su diametro 5{x,}<2M .
3. Supongamos que x, — X. Entonces
d(x,, x)< d(xk, xnk)+d(xnk,x), vk eN.
Sea ¢>0. Por ser {xnk} convergente, existe N, eN tal que
n =N, = d(xnk : x)< g/2.
Por ser {x, | de Cauchy, existe N,eN tal que n >kxN,=d(x,x, )<&/2.
Luego, si k>N =max{N,, N,}=d(x,, x)<e.
De la arbitrariedad de ¢ se concluye la convergencia de{xn} aX.

4. Sea f:(X,d)—(Y,d") uniformemente continua y sea {x,} una sucesién de

n

Cauchy en (X, d). Dado £>0, existe §>0 tal que d'(f(x), f(y))<e si x,ye X

y d(x,y) < 5. Existe también N e N tal que m,n>N = d(x,, xn)<5, y por tanto,
d'(f(x,), f(x,))<e.

Esto prueba que {f(x,)} es una sucesi6n de Cauchy en (Y, d").

DEFINICION 22

Un espacio métrico (X,d) se dice completo, si toda sucesion de Cauchy en

(X,d) converge en (X,d).

El teorema siguiente, llamado con frecuencia Teorema de interseccion de
Cantor, proporciona una de las caracterizaciones de los espacios métricos
completos mas usadas en las aplicaciones. Su importancia en los espacios
meétricos completos es similar a la que tiene el teorema de los intervalos

cerrados y encajados en el Analisis Matematico.
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Teorema 1 (Teorema de Interseccion de Cantor)

Un espacio métrico (X, d) es completo si, y solo si, toda sucesion decreciente

F.de subconjuntos cerrados no vacios de X con didmetros &(F,)— Otiene

interseccion no vacia. Mas exactamente, ﬂnfl F, es un conjunto unitario.

Demostracion.

Necesidad (=)

Supongamos que (X, d)es completo y sea {Fn}una sucesién de subconjuntos

cerrados no vacios de X que cumple:

(i)F, es decreciente, es decirF,, cF,,  Vvne N.

(i) 5(F,)—0.

n

Para cada neN, tomemos un elemento x, € F,. La sucesion {x,} es de Cauchy.
En efecto, se tiene

d(x,, Xn)55(FMn{m,n})’
por lo tanto,

m,n—oo=d(x,, x,)—0.

Por ser el espacio (X, d) completo, existe lim x, =xe X.

Como x,eF, vm>n  entonces xeF =F. De la arbitrariedad de n se
concluye que

Esto prueba que xe(,_F, # ¢.
Probemos ahora que xe(;_F, es un conjunto unitario.

Supongamos que X, ye()'_F. Entonces x,y € F,, Vvn € N. Por tanto,

d(x,y) < 6(F,), VneN.

Haciendo n — o en esta Ultima desigualdad se obtiene que d(x, y)=0. Luego,

X=Y.
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Suficiencia (<)

Sea {xn} una sucesion de Cauchy en X. Consideremos los conjuntos

E,={x :k>n} Entonces E, es una sucesién decreciente de conjuntos
cerrados. Para todoe >0 existe NeN tal que m,n>N=d(x,, x,)<e. Por lo
tanto, &(E,)=5(E,)<s. Por lo tanto &(E,)—>0.Luego existe xe Xtal que
{X}=M7,E,. Como d(x,, x)<5(E,) entoncesd(x,,x)—0. Por lo tanto la

sucesion {x,} es convergente. Esto prueba que (X, d)es completo.

PROPOSICION 17
Sean (X,,d)i=123,..,N, espacios métricos. El producto cartesiano

X=X xX,x..xXy, es completo si, y solo si, cada uno de los factores

X., X, ...X, es un espacio métrico completo.

Recordemos que:

1. A menos que se diga lo contrario, siempre consideramos el producto
X =X, xX,x..x X, provisto de una cualquiera de las tres métricas usuales:

6.609)~[ 0 s |
d,(x, y)=sup{d.(x,y,):i=12,..N}

di(Xi’yi)’

M=

d1(Xv y) =

N

Xj_’ X2"-'1XN)1 yz(yl’ y2""7yN)EX
d, <Nd..

3.Si X, = (X1, X151, X, ) €S UNa sucesion en X y x=(x, X,, .., Xy )€ X, entonces

donde x=

2. d, <d,

IA

X, >Xxen X< X ;=X en X,i=12.,N.
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Demostracion. (De la proposicion 17)

Denotemos por d una cualquiera de las tres métricas usuales en X .

NECESIDAD (=)

Siendo X completo, supongamos que uno de los factores, digamos X, , no fuese
completo. Entonces existe una sucesion de Cauchy {yn} que no converge en X
. Fijemos, arbitrariamente, puntos z, € X,,...,,z, € X,. La sucesion de puntos
X, =(Y, 25, nZy),ne N, es de Cauchy, pues d(x, X,)=d,(y,, ¥n) Pero no

convergeria en X , por lo que X no seria completo.

SUFICIENCIA (<)

Si cada (X;) es completo, dada una sucesién de Cauchy {x,} en X,cada una de
las sucesiones de coordenadas {xn,i}, ne N es de Cauchy en X;, pues
0<di(x,,i, x,,i)<d(x,, x,), y por tanto, convergente en X,. Luego, la sucesién
{x.}converge en X vy, por tanto, X es completo.

Corolario 1 (de la proposicion 17)

Los espacios euclidianos R y C¥ son completos.

PROPOSICION 18

Todo sub espacio cerrado de un espacio métrico completo es también completo.
Reciprocamente, un sub espacio completo de cualquier espacio métrico es

cerrado.
Demostracion.

Sea X un espacio métrico completoy Y < X un subespacio cerrado de X . Dada
una sucesion de Cauchy {x,} en Y, existe lim x, =xe X. Como Y es cerrado en

X,xeY. Luego, Y es completo. Reciprocamente, Si Zes un subespacio

completo de X,y {xn} es una sucesion de puntos de Z que converge a un
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punto xe X, entonces {x,} es una sucesién de Cauchy en Z. Como Z es
completo, existe x'e Z tal que x'=lim x,. Por la unicidad del limite, x'=x. Luego,

XeZy por tanto, Z es cerrado en X.

Corolario 2 (de la Proposicién 18)

Sea X un espacio métrico completo e Y < X . Entonces el subespacio métrico Y

es completo si, y solo si, Y es cerrado en X .

En los ejemplos que siguen a continuacion se estudia la completitud de algunos

de los espacios métricos introducidos en el Capitulo I.

En todo lo que sigue K=R o C.

EJEMPLO 13

Sea X un conjunto arbitrario, X #¢. Probemos que B(X, K) es un espacio

métrico completo. Recordemos que B(X, K)denota el conjunto de todas las

funciones acotadas f : X — K provisto de la distancia del supremo

d.(f,g)=sup|f(x)—g(x)|, f,geB(X, K).

xeX

Sea {f,} una sucesi6n de Cauchy en B(X, K):

Ve > 0,3IN € N:

nm>N=d(f, f)<e.

Como

f,00-f,(0/<d,(f,, f,) xeX (8)
entonces {fn(x)} es de Cauchy en K para todox e X . Luego, para todo xe X
existe f(x)eKtal que f,(x)— f(x). De esta forma queda definida una funcién
f:X > K. Veamos que f estd acotada. En efecto, tomando ¢=1 en la

condicion de Cauchy y usando (8) se obtiene
(0 - f,(x) <L xeX,mxN.

Para cada x e X, hagamos m— o0 en esta Ultima desigualdad. Se obtiene
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f()-f,(x) <L xeX.
De esta desigualdad se concluye que

f(X) <M, xeX

donde M =1+sup,., | (x). Esto prueba que f esta acotada.

Veamos que f,— fen (B(X,K)d,). De la condicién de Cauchy y de (8) se

tiene que
ve>0,3N € N n,m>N =/f (x)- f (x) <& VxeX.

En la desigualdad anterior fijiemos n>my, para cada Xe X, hagamos tender m a

infinito. Se obtiene que Ve > 0,aN e N:: n>N = \ f (X)— fn(XX <g, VXxe X, esdecir,
Ve>0,aNeN: n>N=d_(f, f,)<e.
Esto prueba que f, — f en B(X,K). Luego, B(X,K) es completo.

EJEMPLO 14

Sea 3N e N:. Entonces K" =B({L,2,..., N}, K). Del ejemplo anterior se concluye
que (KN, dw) es completo. De esta forma, hemos obtenido otra demostracion de
la completitud de RY y CV.

EJEMPLO 15

Probemos que C,([a,b],K) es completo. Recordemos  que
C,([a, b] K)=(C([a,b],K),d,),donde C([a,b] K) es el conjunto de todas las
funciones f :[a,b]—>K continuas. Como C([a,b] K)c B([a, b} K), de acuerdo
con el COROLARIO 2, para probar la completitud de Cw([a, b], K), basta probar
que C([a, b} K) es cerrado en B(X,K). Sea {f, }una sucesién en C([a,b] K) y
f eB([a, b] K) tales que f, — f en B(X,K). Como la convergencia asociada a
la métrica d, es la convergencia uniforme sobre [a, b], es bien conocido que el

limite uniforme de una sucesién de funciones continuas sobre [a,b] es una
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funcion continua sobre [a,b]. Luego, se concluye que feC([a,blK) vy

C([a, b] K) es cerrado en B(X,K).

EJEMPLO 16

Probemos que |°KO es completo. Recordemos que Iy = B(N, K), es el espacio

métrico de todas las sucesiones acotadas en K, provisto de la métrica del

supremo

0

donde x=(x, X, Xy ) Y= (Yo, Voo Voo JE| 24

d,.(x, y)=sup|x, — v/,
kelN

Del EJEMPLO 13 se concluye que |: es completo.
EJEMPLO 17

Probemos que c, es completo. Recordemos que c, es el subespacio de |OKO
constituido por todas las sucesiones convergentes en K. De acuerdo con el

Corolario 2, basta probar que c, es cerrado en |°; .

00 00

Sea {x"},, donde X" ={x'},, una sucesion en c, y sea x={x 7, |, tal que
X" —xen |°Ko Debemos probar que xec,, es decir, que X es una sucesion
convergente en K. Veamos que X es de Cauchy en K.

Fijemos £>0. Como X" — x , existe N; € N tal que para todo n> N, se tiene

<4

‘Xk - XE

<SUp X, — X
keN
Luego,

X =<

4, V=N, VkeN 9)

Filemos n>N,. Como X" ecK,{xk”}f:l es de Cauchy en K, y para este £>0

prefijado, existe N € N tal que
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K, k'> N =% =X

< % . (10)

De (9) y (10) se concluye que, fijlado &£>0, existe N eN tal que para todo

k, k'> N se tiene

X = X = X = X0 X0 = XX = X,

<X =X+ X0 = X0 e = X

<%+%+53=3.

Luego, X ecy.

+

EJEMPLO 18

Probemos que ¢, , es completo. Recordemos que ¢, . es el sub espacio de c,

constituido por todas las sucesiones convergentes a cero. De acuerdo con el

Corolario 2 y el Ejemplo 17, basta probar que ¢, . es cerrado en ¢, .

00

n n n (® - ©
Sea {x }n:l’ donde X :{xk }k:l’ una sucesion en ¢,y sea x={x | ec, tal que
X" —>xen c,. Entonces, dado &>0existe existe N,eN tal que para todo

n>N, se tiene

<¢/ VYke N.

n
‘Xk_xk 2

Paratodo N € N y paratodo k € N se tiene

X,/ < ‘xk — Xg |+ X¢ (11)

Ahora fijemos un n>N,en (11). Como X"ec,,, para el ¢£>0prefijado, existe

N € N tal que si k>N, entonces

X

< % Por lo tanto, habiendo fijado n>N,en

(11), si k>N, se tiene que || <. Esto prueba que X ec, .
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EJEMPLO 19

Sea 1< p<+ow. Probemos que |£ es completo. Recordemos que |f<’denota el

0
k

conjunto de todas las sucesiones {x }" €K tales que

p
Xk‘ <o, provisto de la distancia

0
k=1

X =Yl |

- (Emw |

donde X= (X, X,, X5, .. ) Y=(¥1, ¥, Vs, - ) €| ;. Ademas, usaremos la estructura de

espacio vectorial de | i :

Sea{x"},, donde x"={x'}" ., una sucesién en | . Como

. 1
n

Yo
m_y J —d,(x",x"), VkeN. (12)

X.

m n
‘Xk — i

n

la sucesién {x }::1, es de Cauchy en K vy, por consiguiente, converge en K para

todo K eN.

Sea x, =lm x|, KeN. Veamos que x={xf_<]|:
X—>0

«» Yy que lim x" =x. Fijemos
n—ow

£>0. Entonces existe N eN tal que si n,m>N , se tiene

pJ%

n

m
X —Xi

6e0)-[3

En particular, se tiene

X=X

P\ o
<e r=123..

Filando n>N y haciendo tender m a infinito en esta ultima desigualdad se

P

i=1

obtiene
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r np%
(in—xi J <g r=123,.. (13)

Haciendo tender r a infinito en (13) se obtiene

r np%
(ZXI_XI } <g, Vn=>N.

i=1

De esta Ultima desigualdad se concluye que x“—Xe|£,Vn2N.Luego,
x:x“—(x“—x)e”i. De la misma desigualdad se deduce también que

lim x" =x.

n—oo

El ejemplo siguiente muestra un espacio meétrico que no es completo.
Ejemplo 20

Sea 1< p < +o0. Probemos que C,([a, b K) no es completo.

Recordemos que por C,([a,b] K) denotamos el conjunto C([a, b, K) provisto de

la métrica

d, (1. g):(j:f(x)_g(x)”dxj%.

Comenzaremos probando dos lemas.
Lema 1
Sean f,geC,([a b] K). Supongamos que {f,} es una sucesién enC,([a, b] K).
tal que
d,(f,, f)—>0 y d.(f, g)—0.
Entonces f =g.

Demostracion.
d,(f,,g)<(b—a)*d,(f, g)—0.
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Luego, f,>f y f, > g en Cp([a, bl K). Por la unicidad del limite, f =g.
Lema 2

Sea ceJa, bl Supongamos que {f,} es una sucesion en C,([a, b], K) tal que:
(i)o< f <1, vneN.

(ii)ve>0, f,=0en [ac—c]y f,31en [c+eb]

Entonces {f,} es de Cauchy en C,([a, b], K).

Demostracion.

Filemos £>0. Sea g':g%-zp”. Entonces, paratodo n,m= N se tiene

d?(f,, f,) “f

c—¢'
<],

Como f, 3 0en [a, c—¢&'] existe N'eN tal que para todo n,m> N' se tiene

c+e'

)= £ (x) e+ [ (1,00 £, (x) e (14)

dx+j

&

x![?,ac)—(g‘]‘ fa(0)= fa(x) < 3P(c—a-g)"

Entonces

p
f(x)- fm(x)\pdx<%, n,m>N". (15)

J-cfs'
a

Como f, = 1en [c+¢',b] existe N"eN tal que para todo n,m> N"" se tiene

&
N S A [ s [
Entonces
b p gp
[ [ fa00= £ (%) dx<—, mm=N" (16)

Como paratodo n,m> Ny para todo xe[c—¢',c+¢'] se tiene

£,(x)- f,(x)° san(x)+fm(x))p <2p, entonces
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p p

(17)

. 4 & &
f,00~ () dx <2 20= 200 2 =2

J-c+g'
c—-¢&'

Sea ahora N =max{N', N} Entonces, fijadog >0, de (14) — (17) se concluye

gue existe N eN tal que paratodo n,m>N se tiene
d,(f,, f,)<e.

Luego, {f,} es de Cauchy en C,([a, b] K).

PROPOSICION 19

Cp([a, b], K) no es completo.

Demostracion.

Sea {f,} una sucesion en Cp([a, bl K) que verifica (i)y (i) del Lema 2. Entonces
{f,}es de Cauchy en C,([a, b] K). Supongamos ahora que f €C,([a, b} K) es tal que

f,—> fen Cp([a, b], K) . Entonces, por el Lema 1 se tiene

f () {0, sixela, ¢f

"1 sixelac]”
Pero esto contradice el hecho de que f eCp([a, b} K) . Luego, {f,} no converge en
c,(a.b] K).
DEFINICION 23 (Completamiento de un espacio métrico)

Sea (X,d) un espacio métrico. Un completamiento de (X,d)es un par ((Y,d'), ®)

con las propiedades siguientes:
(a) (Y, d') es un espacio métrico completo.

(b) ®: X —>Y es unainmersiéon isométrica, es decir,

d'(@(x), (y))=d(x, ), vx, y  X.
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TEOREMA 7 (de completamiento)
Sea (X, d) un espacio metrico. Entonces (X, d) tiene un completamiento.
Demostracion.
Consideremos el espacio B(X, R). Fijemos un punto X, € X. Dado ae X, definamos
#.(x)=d(x. a)-d(x, x,)
De la desigualdad
d(x z)-d(y, z)<d(x, y) WX y,zeX,
se tiene que, paratodox e X :
,(0)=0(x )-d(x ) <d(a. %)
Luego, ¢, es una funcién acotada, es decir ¢, € B(X,R).

Definamos ®:X —Y (X,R) por ®(a)=¢, Veamos que @ es una inmersion
isométrica de (X, d) en el espacio métrico completo B (X,R), es decir, verifiquemos
que

d (¢,4)=d(ab), VvabeX.

En efecto,

d, (¢, &) =sup g (x)- 4 (x)

xeX

=sup (d(x, a)—d(x, b)

xeX
<d(a,b).
Pero esta ultima desigualdad no puede ser estricta, pues cuando x=a se tiene

d(x—a)-d(x—b)=d(a,b).

Como B(X, R) es completo, de acuerdo con la PROPOSICION 18, ®(X) es un

espacio métrico completo. Entonces, basta tomar Y =®(X).

TEOREMA 8 (Unicidad del completamiento)
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Sea (X,d)un espacio métrico y ((Y,,d,) ®,),((Y,,d,),®,) dos completamientos
de (X,d). Entonces existe una isometria @ de (Y,,d,) sobre (Y,,d,), tnica, tal
que Oo®d, =D,.

Demostracion.

Comencemos definiendo ®. Sea xeY,. Como CDl(X) es denso en Y,, existe
una sucesién {x.} en X tal que x=Ilim ®(x,). Es claro que {®,(x )} es una
sucesion de Cauchy en Y,. Luego, {x}es una sucesion de Cauchy en X . Por lo
tanto, {®,(x,)} es una sucesién de Cauchy en Y, y por consiguiente,

convergente en Y,. Sea
d(x) = lim @,(x, ).

Probemos que @ esta bien definida, es decir, que ®(x) no depende de la
eleccion de la sucesion {x,}. Para probar esto, sea {x}otra sucesién en X tal

que x=lim @ (x, ). Se tiene que
d(x,, X,)=d(@;(%,), @y(x,)) < cy(@y(x,.,). )+ (x, @;(X',)) =0, y por lo tanto,

d, (@, (x,), D(x,)) < d, (@, (X, ) ®, (%, ))+d, (@, (x, ), D(x))
=d(x',, x,)+d

Luego, ®(x)=lim @,(x',), por lo que @ esta bien definida.

Probemos ahora que @ es una isometria. Sean X,yeY, y sean {x,} y {y,} las

correspondientes sucesiones en X usadas para definir (I)(X) y CD(y),
respectivamente. De
d, (®(x), d(y))= lim d,(®,(x,), ©,(y,))
= lim d(x,, y,)

= lim d, (®,(x, ), ®,(y, ))
=d,(x, y),
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se concluye que ® es una isometria. Esto prueba también que @ es inyectiva.

Es claro que ®o®, =®,. En efecto, si xe X, se tiene que @,(x)=lim ®,(x,), con
X, =X, neN. Por lo tanto,
(@0 @, )(x) = O(,(x))=lim D,(x, )= D, ().

La igualdad ®o®, =®, implica que @,(X)=d(®,(X))cd(Y,). Luego,
Y, =0,(X)c®(Y,)cY,, es decir, ®(Y,) es denso en Y,. Si probamos que @(Y,)
es un subespacio completo de Y,, de acuerdo con la Proposicion 18, esto
implica que CD(Yl) es cerrado en Y, y, por consiguiente, que CD(YI):YZ. Con esto

quedaria probado que @ es una isometria de Y, sobre Y, .

Sea {x,}una sucesion en Y, tal que {®(x,)} es de Cauchy en Y,. Como @ es
una inmersién isométrica, {xn} es también de Cauchy en Y, y, por lo tanto, es
convergente a un punto XeY,.. Nuevamente, como @ es una inmersion

isométrica, se tiene que lim ®(x,)=®(x) en Y,.

Probemos ahora la unicidad de ©. Sea @'Y, —>Y, tal que @'®, =d,. Sea XeY,
. Luego, existe una sucesion {x,}en X tal que lim @,(x )= x. Entonces

@(x) = lim d(d,(x, )= lim @, (x, ) = lim &'(d,(x, )= '(x).

Como X eY,es arbitrario, esto prueba que ®'=®.

OBSERVACION 18

Nétese que

Dod, =D, sobre X & D =d,0od, " sobre O, (X).
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DEFINICION 24 (Punto fijo)

Sea X un conjunto no vacio y f : X — X una funcion. Un punto x e X se llama un
punto fijo para f si f(x)=x

DEFINICION 25 (Contraccién)

Sea (X,d) un espacio métrico y f :(X,d)—(X,d) una funcién. Se dice que f
es una contraccion, si existe c¢,0<c<1 (llamada constante o mdédulo de

contraccion) tal que

d(f(x) f(y))<cd(x,y), vxe X.

TEOREMA 9 (Principio de aplicaciones contraidas o Teorema del punto fijo
de Banach)

Sea (X,d)un espacio métrico completo y f:X — X una contraccién. Entonces

f tiene un Unico punto fijo.

Demostracion. Sea x, e X un punto arbitrario. Si f(x,) =x, encontramos lo que

buscabamos. Luego, asumamos que f(x,) = X, .

. e 0
Definamos una sucesion {x, |, por x,,, = f(x,),neN.

Entonces, para todo p € N,p > 1, se tiene

d(x,., %) <d (Fx,) flx,.))<ed (x,, x,,).
Luego, se tiene
d(x,.0, %) =d (F(x, ) fx,))<cd (x;, %)

=cd (f (Xp_l), f (Xp—Z))

<cd(X,_1s X, )

—c2d(f(x,,) f(x,5))
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<cP*d(x,, X,), es decir,
d(x
Entonces, paratodo m>n se tiene (por la desigualdad triangular)

d(xn’ Xm) < d(xn, Xn—l) + d(Xn—l’ Xm)

o Xp) <CPTd(X,, X)), p=1

<d(X,, X,) +d (X, X, ,)+d(X, 5, X)
< d(xn’ Xn—l) < d(xn—l, Xn—2) +...+ d(Xm+1’ Xm)

<(E"?+c"C +..c™N) d(X,, X)

s[ ickjd(xz, X,)

=m-—

_ cm—l(ickj d(x,, %)

Cm—l
== Ed (XZ’ Xl) .

Luego,

m—1

C
d(x,, Xm)SHd(Xz’ X;) .

De esta ultima desigualdad se concluye que {xn }Les una sucesion de Cauchy.

Como X es completo, existe xe X tal que x, — Xx. De la igualdad

x. .= f(x),neN, y la continuidad de la funcion f, se concluye que f(x)=x.

Para probar la unicidad, notemos que si f(x)=xy f(y)=y, entonces

d(x, y) =d(f(x), f(y))<cd(x y).

Luego, d(X, y) =0y x=Yy.
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COROLARIO 3

Sea (X, d) un espacio métrico completo y f:X — X una contraccién. Si C es
un subconjunto cerrado no vacio de X que es f — invariante, es decir, tal que
f(C)cC, entonces el tnico punto fijo de f pertenece a f(C).

Demostracion.

Es claro que f:(C,d —(C,d)) es una contraccién. Como C es cerrado, (C,d)es
un espacio métrico completo. Por el Principio de Aplicaciones Contraidas, existe

xeC tal que f(x):x. Como X es el unico punto de f, se concluye que
x=f(x)e f(C)

COROLARIO 4

Sea (X,d)un espacio métrico completo. Si para algin k €N, la k—ésima
iterada f*:X — X es una contraccion, entonces f tiene un dnico punto fijo.
Demostracion.

Supongamos que para algun k y algin 0<c<1, se tiene

d(f “(x), f k(y))s cd(x,y) VX, yeX.

Por el Principio de Aplicaciones Contraidas, existe un tnico punto fijo x de f*.

De:

d(£ (), x)=d(F(F4GO) £4())=d(f*(f(x)), F*())=cd(f(x), x),
se obtiene que 0<(l1-c)d(f(x) x)<0. Por lo tanto, d(f(x),x)=0, de donde
f(x)=x. Luego, x es también un punto fijo de f .

En las aplicaciones es frecuente el caso en que la contraccion depende también
de otras variables o parametros. Si esta dependencia es continua, entonces el
punto fijo también dependera continuamente de los parametros. Esto es lo que

afirma el teorema siguiente:
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TEOREMA 10
Sean (A, p) un espacio métrico y (X, d) un espacio métrico completo y sea
f:AXxX > X
una familia de contracciones con médulo de contraccion uniforme, es decir,
d(f(4x) f(4 y)<cd(x y) VieA, WxyeX.
Ademas, supongamos que para cada x e X la aplicacion
A— (4, x)
es una funcién continua de A en X . Entonces, para cada A€ A, f(4,-) tiene un
Gnico punto fijo x(1)e X, y la funcién
2—x(2),
es una funcion continua de A en X .

Demostracion.

Para cada A e A podemos aplicar el Principio de Aplicaciones Contraidas, por lo

que la funcién A — x(1), esta bien definida. Para 4,4, €A, se tiene

d(x(2)x(2,))=d(F (2, x(4)). f(4,x(4,))
<d(f (A x(W)) (2 %(4))+d(F (2, x(4)) (2, x(2,))
<d(f (4, x(4)) £ (%, X(4))+ed(x(2) x(2,))

Por lo tanto,

(1-c)d(x(2) X(%,)) < d(f (2, x(4)), T (4, x(4)))

El resultado sigue ahora de la continuidad de f respecto a A4 para cada X fijo.
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CAPITULO Il

APLICACIONES DEL PRINCIPIO DE APLICACIONES
CONTRAIDAS O TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BANACH AL
ANALISIS MATEMATICO Y A LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES.

Se tienen dos aplicaciones clasicas del Principio de Aplicaciones Contraidas en
el Analisis. Estas son: la demostracion del Teorema de la Funcion Implicita y la
otra es la demostracion de la existencia y unicidad de solucién de un problema

con valores iniciales para una ecuacion diferencial ordinaria.

Comenzaremos viendo esta otra aplicacién en la que también haremos uso del
TEOREMA 10.

TEOREMA 11
Sea y: C — C tal que

W) - <Ax—ylx,y €C
(18) donde A < 1. Entonces la funcion 8: C — C, definida por

6(x) =x+ P(x)

es un homeomorfismo sobre C.

Demostracion.

La desigualdad (18) implica que i es continua y, por lo tanto, también lo es 6.
Ademaés, la igualdad 6(x) = 6(y) implica que x—y=y(y)—v(x). Por
consiguiente, |Y(x) — ¥ (y)| = |x — y|. Por lo tanto, |[x —y| =0y x = y. Luego, 6
es inyectiva.

Consideremos la funcion f: C x C — C definida por f(x,y) =y — ¥ (x).

Para cada y fijo, el Principio de Aplicaciones Contraidas afirma que x - f(x,y)

tiene un Unico punto fijo ¢ (y). Este cumple que
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oM =y—¢Y(p®) o 6(p(y)) =y, lo cual prueba que 6 es sobreyectiva
con inversa por la derecha ¢. Como 6 es inyectiva, ¢ es su inversa. Ahora, el

TEOREMA 10 nos dice que ¢ es continua.

TEOREMA 12 (Teorema de la funcién implicita)

: : : : _ of of
Sea U c R? un abierto y f: U — R tiene derivadas parciales continuas, Fv y —

oy
of
en U. Supongamos que (x,, Y,)eU es tal que f(x,, y,)=0 y que ¥ (Xg) ¥y)#0
Entonces existe un ¢ >0 y una funcion g: |x, — €, x, + €[ = R tal que cumple:
1. f(x g(x)=0 paratodo x € ]x, — ¢, xo + £[.X €]X0 —,x0 + €[.

2. g esdiferenciable sobre |x, — ¢, xy + €[ con

(74 9 0)
(4 Jo )

9'(x)=-

Demostracion.

Sea
of -1
Fx y)=y ( 5,y(xo yo)j f(x y).
Entonces
oF
F(Xo’ yo): Yo Y ay(Xo’ yo):
oF oF

Como @ es continua en(x,, Y, ),entonces (ayj X, y es un valor muy cercano a

cero para (X y) suficientemente cercano a (xo, yo)
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Tomemos &, >0y J, >0 tales que si x—x,|<&, y |y—Y,/<d,, entonces,

oF
F

1

<.
2

X, y)

Podemos asumir, tomando ¢, > 0 suficientemente pequefio, que

1)
‘F(X’ yo)_ yo‘ < ?2

para todo X con [X—x,|<4;.
Sea X el conjunto de todas las funciones reales g continuas sobre

=[x, — &, %, + &,] tales que:

@ 9(%)="Yo-
(b) [9(%)-Yol< 8, si [x—x) <3,
Sea

dw(gl' gz): sup\gl(x)— gz(x)‘ .

xel

Entonces es facil verificar que (X, d) es un espacio métrico completo.

Para geX, definamos T[g)x)=F(x, g(x)} Entonces T[glx)=y, v

T[9))-vo|=[F(x, g(x))- ¥,
S‘F(X’ g(x))— F(X’ YO)‘JF‘F(X’ yo)_yo‘

)+

S§+§2
2

?:52.

Por lo tanto, T(X)c X, es decir, transforma X en si mismo. Probemos que T

€s una contraccion:

Tla)x)-Tlhkx) =[F(x, g(x))- F(x, h(x))
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- T (xn) o011t

< Hg(x)-n(x).

2
Sea g(x)=Y,, xel=[x—&,% +35] Definamos g,,,=T[g,]. Entonces {g,} es

una sucesion de Cauchy sobre X y por lo tanto converge a una funcién continua
g . También se tiene

F(x, g(x))=im F(x, g,(x))=lim g,.,(x)=g(x), xel.

n—oo

Por lo tanto, g es un punto fijo de T, es decir, F(x,g(x))=g(x) y, por
consiguiente, f(x,g(x))=0, Wxel.

Veamos ahora que ¢ es diferenciable y calculemos su derivada. Por hipétesis

a y o son continuas en (x,g(x)) Sea x tal que X, —X,| <&, Entonces

OX oy
f(x g(x))=0y f(x,g(x))=0. Se tiene

0= f(x, 90x))- f(x, g(x))
= £ (%, 9(%))— F(x, (X))+f(><1 g(x))— f (x, g(x))

ay(x1 Ng(x)-g(x))+ ( . 9())x —x), para algan ¢

entre X y X y para algin n entre g(x) y g(xl) Luego,

Por lo tanto, por la continuidad de las derivadas parciales se tiene que

g'(x)= lim M _ _i(x, g(x){?y(x, g(x))jl.

X =X X, — X OX

Con esto finaliza la demostracion del teorema.
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DEFINICION 26 (Problema con valores iniciales)

Por un Problema con valores iniciales de n — ésimo orden (PVI) (o
simplemente Problema con valores iniciales) para la ED

F(t, X, X,..., X =0, (19) se
debe entender:
Hallar una solucion de la ED (19) en un intervalo 1 que satisfaga en x, las

condiciones iniciales:

X(ty) =X,
X'(to) =X

donde t, el y X, X,..., X, ; SON constantes reales arbitrarias dadas.

R

OBSERVACION 19

(i) La terminologia condiciones iniciales proviene de la fisica, mas exactamente,

de la Mecanica, donde la variable independiente tes el tiempo y donde x(t,)=x,
y X(t,)=x representan la posicion y la velocidad inicial, respectivamente, de un

objeto en el instante de tiempo inicial t, .

(if) Los PVI de primer orden

X'= f(t, x)

20
X(ty) =X (20)
X"= f(t, x, x")
y de segundo orden X(t,) =%, (21)
X(t) =%

admiten las siguientes interpretaciones geométricas. Para el problema (20)
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estamos buscando una solucion de la ED en un intervalo 1 que contenga a t,,
tal que su gréfico pase por el punto (to,xo). Para el problema (21) queremos
determinar una solucion X(t) de la ED x"=f(t, x,x")en un intervalo I que
contenga a t, de tal forma que su grafico no solo pase por el punto (to, xo), sino

que también la pendiente de la recta tangente al grafico en ese punto sea el

namero x .

Al considerar un PVI surgen dos preguntas importantes:
« ; Existe solucion del problema?

* Si existe solucion, ¢ es unica?

Ejemplo 21

4

. 1 L
1) Cada una de las funciones x=0 y x= Et es una solucion del PVI

"ty 2
X'=1x" |
x(0) =

0, site]-o,C|

2. Toda funcion de la forma x(t) = ]
(t-C)? site]C,+m|

Con C >t,y la funcion x=0son soluciones del PVI

X'= \x\%
x() =0
X'=x—t
3. El PVI {X(l) —

tiene como Gnica solucién a la funcion X(t) =1+t + (z —2)" .
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El siguiente teorema da condiciones suficientes que garantizan la existencia y

unicidad de una solucion de un PVI de primer orden de la forma

x'= f(t, X)

X(to) =Xy (22)

TEOREMA 13 (Teorema de existenciay unicidad de Picard)

of

sean f Y —funciones continuas en el rectangulo

OX

R ={(t,x) €ER*:a<t<bh,c<x<d} que contiene al punto (t, x,). Entonces
existe un intervalo I=[t,—h,t,+h] h>0, contenido en Ja,b[, y una funcién X(t)
definida en I, Unica, que es solucién del PVI (22).

Para la demostracion del teorema de existencia y unicidad de Picard,

necesitamos los siguientes dos resultados.

La ecuacion diferencial en (22) puede transformarse en una ecuacién integral

de la forma

X(t) = X, +j S, x(s) (23)

DEFINICION 27

Sea f una funcion real definida y continua en un dominio D en RZ. Una funcién

real ¢ definida en un intervalo I que contiene al punto X, se dice solucion de

la ecuacién integral (23) en I si

~

1) (t, p(t)) e D, Vt e I.
2) ¢ es continua en 1.

3) #(t) = X, +f f(s, #(s))ds, Vtel.

N
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PROPOSICION 20
Sea f una funcion real definida y continua en un dominio D en R?, sea I un
intervalo, sean x, el y @ una funcién real definida en 1. Entonces @ es una

solucién del PVI (22) en I siy sélo si @ es una solucién de la ecuacién integral

(23)en I.

Demostracion.

NECESIDAD:

Supongamos que ¢ es una solucién del PVI (22) en 1. Entonces ¢ es

derivable en I y, por consiguiente, continua en 1. Ademas, como

gt)="1 (t, ¢(t)), Vvt e | setiene

PO =X = PO — (o) = [ #'() ds =[| (s, #(s))ds, Vt e |

Luego, @ es una solucién de la ecuacion integral (23) en 1.

SUFICIENCIA:

Supongamos que ¢ es una solucién de la ecuacion integral (23) en I. Entonces

¢ es continuaen Iy #(t) = X, +j: f(s, #(s))ds, Vt e |

Luego, #(ty) = X, , ¢ esderivableen 1y ¢'(t) = f (t, ¢(t)) Vtel,

es decir, ¢ es una solucion del PVI (22) en | .

Recordemos que si [a, b] es un intervalo cerrado y acotado en R, por Cy([a, b],

R) denotamos el espacio métrico completo (C([a,b], R),d, ) donde C([a,b],

R) denota el espacio vectorial sobre R de todas las funciones reales definidas y

continuas sobre el intervalo [a, b], y do, denota la métrica del supremo:

d.(f, g)ztg[l;q)]\f M —g®| f, geC([a b] IR).
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PROPOSICION 21
sean a>0,x, C([a,b] IR) vy Eja b« €l subespacio de

Cw([a, b], IR)de todas las funciones que estan a una distancia de X,

menor 0 igual que a

Ejanpo =19 €C.(la,b],IR):d_(%,.9)< a}.

Entonces Ej, ,[ ., escompleto.

Demostracion.

Basta probar que Eja [« s cerrado en COO([a, b], IR). Sea
{gn}le < Eja p[ « tal que d, > Jden COO([a, b], IR). Probemos
que g E]a,b[,a :

Paratodo T € [a, b] y paratodon € N se tiene

Entonces, para todote[a,b] y para todo neN se tiene

—d.(9.9,)<g(t)-g,(t)<d.(g.9,).
9,(t)—d_(9,9,)=<9(t)<d_(g.9,)+g,(t)

—a+x(t)-d.(g9.9,)=g(t)=d.(f,g,) +X{)+a (24)
Ahora, paracada t [a, b], tomando limite en cada miembro de (24) cuando
N —> oo, se obtiene —a + X, (t) < g(t) < %, (t) + .

Luego,

g —x M) <a, Vtelab],

es decir,
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d_ (g » %o ) <c.
Se concluye que

g cEla,b|, «.

Demostracion (del teorema de existencia y unicidad de Picard)

Probemos que existe un intervalo | = [to —h, t, + h], h > O, contenido en
]a, b[, y una constante o > 0, tal que el operador

T:E,_,—>C_.(I,IR)

T[x](t) = %, +f f (s, x(s))ds,
cumple que:

1.T(E, ,)= E,

2. T es una contraccion.

Escojamos constantes positivas h1 y «&; tales que el rectangulo cerrado

R ={t x)elIR?:t—t,/<h,|[x—x|<e =R

of
Como R, es un intervalo cerradoy fy EY son continuas en R;, existen
constantes M >0 y L>0 tales que

of

\f(t, x)\sM, —|<L,V(#, X)eR,.
OX

Sea J una funcién continua en I1=[t0—hl,to—|—hl]que cumple

g(t) —Xo| <, paratodo tl,.Paraunatal g se tiene

t
Tlg](t) = x, + LO f (s, g(s)) ds. Luego para t —t,| < h, setiene
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Tlo)—x|= [ f(s.9()ds <[ |f(s.g(s)) ds < M|['ds =M (t—t,)

Se concluye que para toda geC(Il, IR) que cumple que

|9 (t) — %o| < ey, se tiene que

Tlo]®) — x| =Mt —t,|, Vtel, =[t, —h,t,+h].

La interpretacion geométrica de la desigualdad anterior es que el grafico de la

funcion T [g](t) en el intervalo |, se encuentra situado en el sector limitado

por las rectas X = X, = M (t —t,). De la Ultima desigualdad obtenida se

. o
concluye que si tomamos h, < mln{hl, V} Entonces el grafico de T[g]

se encuentra en el rectangulo

[to — .ty + | < [x, —, X, + ] = R cosa que no podemos

garantizar en el rectangulo R;.En breve veremos que para que el operador T

sea una contraccion, se requiere que h < E , por lo que debemos tomar h tal
O<h<min{hla1 (25)
que "ML

Concluyendo: sitomamos h como en (25)y & = ¢, , si

| =[t,—h,]. E, . ={0eC,(1,R):d_ (X.9) <o}

Entonces T(E, ,)<E, - En  efecto, sigeE,
Tlg]t) — x| < Mt —t,| < |v|h<|v|[ﬁ/l‘1j=al,es decir,
TlgleE, ...

Probemos que T es una contraccion:

Sean U,V e E, .o, - Recordemos que sobre R, se tiene que
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ﬁéx <L, V(t x)eR,.
Tl -TVIO = [ (s u)ds— [ (s v(s))ds

[0 (s, 2(5fu(e) v s

< L[ Ju(s) ~v(s)[ds

<Ld,(u,v)t—t, =Lhd_(u,Vv).

Por (25) Lh <1.Luego, T es una contraccion.
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CONCLUSION

No es esta la culminacién del presente trabajo, pues al profundizar en la
importancia del tema de investigacion desarrollado en el mismo nace el
compromiso de seguir enriqueciéndolo. Sabiendo que la topologia se va
incorporando y tomando cada vez mas importancia en la educacion superior de

nuestro pais, se debe seguir profundizando en estos aspectos.
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